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Anotace:

Shirka prikladii z MATEMATIKY Il ve strukturovaném studiu je urcena pro baka-
larsky a magistersky stupen studia vSech fakult Vysoké skoly chemicko-technolo-
gické v Praze. Dopliuje skripta doc. RNDr. Daniela Turzika, CSc. a kolektivu:
Matematika Il ve strukturovaném studiu, Praha, 2005, 1. vydani. Jeji obsah tudiz
souhlasi s obsahem téchto skript.

Latka je rozdelena do 12 kapitol. Kazda kapitola obsahuje radu resenych prikladii,
Jejichz prostudovani by mélo studentiim usnadnit resent jednotlivych cviceni, jejichz
vysledky jsou uvedeny na konci skript. Shirka je doplnéna mnoha obrdazky.
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Tato sbirka prikladiu doplnuje skripta doc. RNDr. Daniela Turzika, CSc. a kolektivu:
Matematika II ve strukturovaném studiu, Praha, 2005, 1. vydani, na kterad se v textu
odkazujeme zkratkou [MII]. Sbirka navazuje na sbirku Mgr. Libora Hefmanka a kolektivu:
Shirka prikladi z Matematiky I ve strukturovaném studiu, Praha 2005, 2008, 1. a 2. vydani.
Sbirka je urcena pro bakalafsky a magistersky stupen studia vsech fakult Vysoké skoly
chemicko-technologické v Praze.

Latka je rozdélena do 12 kapitol, pricemz potfadi jednotlivych matematickych partii
odpovida citovanym skriptim [MII].

Shirka obsahuje vedle nefesenych prikladu, jejichz vysledky jsou uvedeny na konci
skript, také zna¢né mnozstvi feSenych prikladu, které ilustruji postupy reseni typickych
uloh. Jejich prostudovani by mélo studentiim usnadnit feseni jednotlivych prikladi a osvo-
jeni dulezitych navyku k tomu potiebnych.

V téchto skriptech je uzito nésledujicich symboli:

° ... oznaceni obtiznéjsiho prikladu, pricemz tento symbol predchézi ¢islu daného
prikladu, napi. e 7.3.

O ... zacatek slovniho zadéani piikladu (popf. skupiny piikladi), pokud toto zadéni
predchézi ¢iselnému oznaceni daného ptikladu

@ ... konec feseného ptikladu

Zakladni ¢iselné mnoziny jsou znaceny nasledovne:

mnozina prirozenych ¢isel
mnozina celych ¢isel
mnozina racionalnich cisel
mnozina realnych cisel
mnozina komplexnich c¢isel

OTONZ

Prejeme c¢tenaium téchto skript mnoho tspécht pii studiu matematiky a pifi jejim
pouzivani.

Je nasi milou povinnosti podékovat Doc. RNDr. F. Bubenikovi, CSc. za cenné pfipo-
minky, které pomohly zlepsit text téchto skript.

Praha, listopad 2008 Autori.
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1 Linearni prostor

1.1 Obecny linearni prostor, podprostor

Necht V' je nepréazdnd mnozina, na které jsou definovany operace + (s¢itani) a operace -
(nésobeni realnymi ¢&isly). Rekneme, Ze mnozina V spolu s témito operacemi tvoii linearni
prostor, jestlize operace + a - spliiuji 8 podminek (axiomu), viz [MII], kapitola 1.
Necht V je linearni prostor. Podmnozinu V; C V nazveme podprostorem linearniho
prostoru V jestlize plati:
1. Je-li a,beV;, potomi a+bel;.

2. Je-i aeVi,aeR, potomi a-acV;.
Poznamka: Ze vztahu 2. plyne, ze o € V; , kde o je nulovy prvek prostoru V.

1.1.  Zjistéme, zda mnozina M = {(z1,22) € R?;3x; + 23 = 0} tvoii linearn{ prostor.
Definujme soucet dvou prvku & = (z1,22) € M, ¥ = (y1,¥2) € M a nasobek
prvku realnym éislem obvyklym zpiisobem jako v linedrnim prostoru R2.

Reseni: Dan4d mnozina M je mnoZina uspofadanych dvojic ¥ = (v, 73) = (z1, —3 1) ;
x1 € R. Je zfejmé, Ze pro T, ij € M je

T+y=(r1, =321)+ @, —3y) = (@1+y1, =321 —3p) = (@1 +11, —Br1+3p1)) € M,
dale pro a € R je

af=(ar, a(=3x1)) = (ax, —3ax;) € M.

Na mnoziné M mame tedy korektné definovany operace s¢itani a nasobeni redlnym c¢islem.
Nyni ovéfime osm axiomu z definice linearniho prostoru:

1. Komutativni zakon: pro vSechna Z,y € M

T4y = (21, =3x1)+(y1, —3y1) = (2141, (=321)+(=3y1)) = (y1+a1, (=3 y1)+H(=321)) =
= (yla -3 yl) + (xh —3.%'1) = g—i_ f;

2. Asociativni zédkon: pro vSechna 7,4,z € M

(@+¥)+ 7= ((z1, =321) + (y1, =3y1)) + (21, =3 21) = (21 + y1, (=3 21) + (=3 y1)) +

+ (21, =321) = (w1 + y1) + 21, (=3 21) + (=3y1)) + (=3 21)) =

= (.%'1 + (y1 + 21), -3z + (—3 Y1 — 321)) = (.’L’l, -3 .’L’l) + (y1 + 21, (—3 yl) + (—3 21)) =
(@1, =3 1) + ((y1, =3y1) + (21, =3 21)) =T+ (¥ + 2).

3. Nulovym prvkem je prvek 0 = (0, 0) € M .

4. Opa¢nym prvkem k  je =% = (—z1, (—3)(—x1)) = (—x1, 3x1) € M .

5. Pro vSechna (z;,—3x1) € M plati 1 - (x1, -3 1) = (z1, =3 x1).

6.-7. Plati oba distributivni zakony: pro vSechna ¥,y € M, o, 3 € R

(a+p0) - Z=(a+0) (r1,-311) = ((a+ B)xy, (a + B)(=311)) =

= (axy+ fr,a(=3x1) 4+ B(=321)) = (ax,a (=321)) + (Bz1, B (=3x1)) =
=a(x,—3x)+ 0 (x1,-3m) =a- T+ 07

8. (af) @ = (af)(z1,—3z1) = ((af) z1, (af) (=321)) = (a(Bz1),a(8(=3)z1)) =
=a(fzr,0(-3)zr1) =a(f(x1,—3x1)) =a-(8-7).

Tim jsme ovérili vSech osm axiomu. Mnozina M je tedy linearnim prostorem.

Dikaz, ze mnozina M je linearni prostor muzeme provést jednodussim zptusobem. Staci
dokéazat, ze M je linearni podprostor jiz zndmého linedrniho prostoru R?, tj. ovétit tii body
z definice linearniho podprostoru. Tyto body jsme v predchozim dukazu jiz ovérili.

Q
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¢V nésledujicich piikladech zjistéte, zda danid mnoZina M C R tvoii linedrni prostor
(ovétte tedy, ze M je linearni podprostor R?).

1.2. a) M={
b) M ={
c) M=/{
d M={
e) M={(x1, w2, z122) €R®, 21, 13 €R}.

$1,$2,$1+$2)6R3,l’l,l'QER}.
71,0, 1) ERY, 2y, 19 €ER}.
Ty, X9, 1) ERY | 1, T3 €R}.

—~ o~ o~ o~

Ty, To, 11 +2)ER, 1y, 1y €R}.

1.3.  Zjistéme, zda mnozina funkci omezenych na intervalu (a, b) tvoii linedrni prostor.
Operaci s¢itani definujeme jako soucet funkci a operaci nasobeni redlnym ¢islem
jako nasobeni funkce realnym cislem.

ResSeni: Dana mnozina je

F={f:{(a,b) = R; 3m, M € R takové, Ze pro vSechna x € (a,b) plati m < f(x) < M}.
Pripomenme operaci s¢itani funkci

Je-li f, g € F, pak f+g € F je takova funkce, ze plati (f+g)(z) = f(z)+g(z), Yz € (a,b)

a operaci nasobeni funkce readlnym cislem

Je-li f € Faa€eR, pak a-f € F je takova funkce, Ze plati (- f)(z) = a f(x), Vz € (a,b).

Soucet dvou funkci z F' je opét funkce omezend, nebot je-li
my < f(z) < My a my < g(x) < My

potom

Stejné tak pro nasobeni. Je-li
my S f(l') S Ml )

potom
amy < af(r) < aMj proa >0 nebo aM; < af(x) < am; proa <0.

Nulovy prvek o je funkce o(x) = 0 pro vSechna x € {a,b). Opacény prvek k prvku f € F je
funkce (—f)(z) = —f(z) pro vSechna x € (a,b), pro kterou plati —M; < —f(z) < —my.
Opacny prvek je tedy funkce omezena. Ostatni axiomy 1.,2.,5.,6.,7.,8. plati v mnoziné
realnych ¢isel pro kazdé x € (a,b), tedy i v mnoziné F'. Q©

& Které z nasledujicich mnozin funkci s operacemi definovanymi jako v prikladu 1.3. tvoii
linearni prostor.

1.4. a) Mnozina funkei sudych na (—a,a), a > 0.
d) Mnozina funkei lichych na (—a,a), a > 0.
¢) Mnozina funkei klesajicich na (a, b).

d) Mnozina funkci monoténnich na R.

8
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e 1.5. Necht P je mnozina posloupnosti realnych cisel, které maji limitu 0, tj
P= {a, ={an}2; an € R, lim a, = 0}.
Definujme operaci séitani: a + b = {a,, + b,}>°; pro vSechny a, b € P
a operaci nasobeni redlnym ¢islem a-a = {aa,}32, pro vSechny a € P, a € R.
Zjistéme zda mnozina P tvoii linedrni prostor.
Reseni: Plati
lim (a, +b,) =0 a lim awa,=0.
n—oo n—oo
Nulovy prvek je posloupnost o = {0}22 ;. Opacny prvek k prvku @ € P je posloupnost
—a = {—a,};2,, pro kterou plati lim (—a,) = 0. Ostatni axiomy pro scitdni prvki a
nasobeni prvku readlnym cislem plati v mnoziné realnych c¢isel pro kazdé n € N, tedy i

v mnoziné P. Q

¢ Které z nasledujicich mnozin posloupnosti s operacemi definovanymi jako v prikladu
1.5. tvori linearni prostor.

e 1.6. a) Mnozina posloupnosti, které maji limitu 1.
b) Mnozina vSech posloupnosti, které maji vlastni limitu.

Symbolem C(I) ozna¢ujeme mnozinu vSech funkei spojitych na intervalu 7. Symbolem
C™(I) oznacujeme mnozinu vSech funkei, které maji na intervalu I spojité derivace az do
radu n véetné. Prostory C(I) a C™(I) spolu s operacemi +, - tvoii linearni prostor.

1.7. Necht P, je mnozina vSech polynomu s realnymi koeficientami nejvyse k-tého
stupné. Dokazme, ze P je linedrni podprostor prostoru C(R).

Reseni: Je-li p(x) = ag+ a1z + ... +apz®, q(x) = by + bz + ... + bpa®, pak p(z) + q(z) =
(ap + bo) + (ay + b))z + ... + (ap + by)z* je také polynom nejvyse k-tého stupné. RovnéZ
a-p(z) = (aag) + (cay)x + ... + (aag)z® je polynom k-tého stupné. Prostor Py je tedy
podprostor linearniho prostoru C'(R), dokonce prostoru C™(R) pro n > 0.

& Zjistéte, zda nésledujici mnoziny jsou linearni podprostory prostoru C'(R).
1.8. a) Mnozina polynomu s redlnymi koeficienty pravé k-tého stupné.

b) Mnozina spojitych periodickych funkei s periodou p definovanych na R.

1.2 Linearni nezavislost

Necht V' je linearni prostor. Systém prvku aq,...,a; € V je linedrné nezavisly (LN)
praveé tehdy, kdyz plati nasledujici implikace:

k
Zaiai:o = (1 =0Nag=0A---Aa=0).
i=1

Systém prvku ag,...,ar € V je tedy linedrné zavisly (LZ) pravé tehdy, kdyz plati
nasledujici tvrzeni:

k
Existuji ¢isla aq, . .. oy takova, ze alespon jedno a; #0, i =1,...,k a ZCW a,=o.
i=1
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K urceni linedrni nezavislosti funkci fi, fo,..., fr € C*1(I) miZeme vyuzit Wronského
determinant.

Wronského determinantem (Wronskianem) funkei fi,. .., fx, rozumime determinant

e fa(z o fl(x
W(l’) :Wflny,...,fk(IL') = . ( ) : ( ) :k( )

@) @) L @)

Je-li Wy, r.(z) # 0 alesponi pro jedno z € I, pak jsou funkce fi, fo,..., fi linedrné
nezavislé v prostoru C'(I). Opacné tvrzeni neplati.

1.9.  Zjistéme, zda vektory a; = (1, —1, 2, 3), dy = (2, —1, 2, =3), d3 = (3, =2, 4, 0)
jsou linearné nezavislé.

Reseni: Linearni nezavislost vektoru zjistime nejdiive z definice. PoloZzme libovolnou li-
nearni kombinaci f4dkovych vektori z R* rovnu nulovému vektoru.

ady + Bdy +yds = 0
a(l, —1,2,3) + B(2, —1,2, —=3) + (3, =2,4,0) = (0,0,0,0)
(Oé+2ﬁ+3’7,—01—5—2”}/,2OZ+25+4”}/,30[—3ﬁ) = (0707070)

Porovname vektory po souradnicich a dostaneme

a+28+3y =
—a—B-2y =
20+28+4y =

3a—33 =

o O O O

Soustavu linedrnich rovnic pro neznamé «, (3, v vyfesime. Soustava ma nekone¢né mnoho
feSeni: («, 3, v) = (—t, —t, t); t € R. Naptiklad pro ¢t = 1, dostaneme o = —1, § = —1,
~ = 1. Nasli jsme netrivialni linedrni kombinaci vektoru ay, d», ds, ktera je rovna nulovému
vektoru,tj. —ad; — do + d3 = 0, vektory jsou tedy linedrné zavislé.

Nyni vyfesime tlohu pomoci hodnosti matice. Dané vektory lze povazovat za radkové vek-
tory matice A. Gaussovou metodou urc¢ime jeji hodnost, kterd bude shodné s maximalnim
poc¢tem linearné nezavislych fadkovych vektori matice A.

1 -1 2 3 1 -1 2 3 1 -1 2 3
A=|2 -1 2 -3 |~1]0 1 -2 -9 |1 ~1]0 1 -2 -9
3 =24 0 0 1 -2 -9 0O 0 0 O
Hodnost matice h(A) = 2 < 3, vektory @i, d», d3 € R* jsou linedrné zavislé. v

O Zjistéte, zda jsou dané vektory linedrné nezéavislé. Ulohy Teste pomoci definice nebo
uzitim hodnosti matice

10
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1.10. a)

1.11. a)

a = (1, 2, 3 ), b)
C_7:2 = ( _27 07 -2 )7

i = (22 1).

a = ( 4, 1, 2, 1), b)
i = (3, 0, =5, 0 ),

63 = ( 17 07 _57 1 )7
io= (2, -6, 1, -1 ).

a = ( 1, 1, 2, 1 ),d)
= 3, —1, =5, 2 ),
& = (-1, -3, 1, -1 ).

b, (2, 1, =2 ),

by = (1, 1, -1 ),

b -3, =2, 3)

b, (1, =1, 2, 1),
b, = (3, 1, =2, 0 ),
by = (1, 0, =5, 1),
by (-1, =2, -1, 2 ).
d = (2, 1, —1, ),
dy = (1, -3, -6, 4 ),
dy = (1, 4, 5, -3 ),
d, (2 -2, -7, 5 ).

1.12. Urceme d&islo k tak, aby vektory @ = (2, —1,3) ,9=(1,0,2),@d = (-1, 2, k)
byly linearné zavislé.

Reseni: Chceme uréit linearni zavislost t¥i vektorti z R3. Aby byly vektory linedrné zavislé,
musi byt determinant matice, kterd ma jako radky vektory w, U,  roven 0. Tento postup
lze pouzit pouze v pripad€, ze matice je ctvercova.

A:

1.13. a)

2 —1 3
1 0 2|, detA=04+64+2-0—-84+4k=0 = k=0.
-1 2 k
Vektory u, v, w jsou tedy LZ pravé tehdy, kdyz k& = 0. @
¢ Urcete ¢islo k tak, aby vektory byly linedrné zavislé.
i o= (1, 1, 2), b) b (1, -1, 2, 1),
62:( 3, _Lk)v b2:( 3, 1, _2a0)7
ag = (-1, =3, 1 ). by = (1, k0, 1),
by ( -1, -3, -1, 2 )
a = ( 5 Kk 2), d) d = ( 2, k-1, 2%k ),
52:( 1, _17k)7 d2:( 3, -1, 1)a
G = (-1, =3, 1 ). dy = (=1, 1—3k, 1-2k ).

1.14. Z vektoru @; = (1,—-1,0,-2), @ =(1,0,1, -2), a3 = (-2, -1, =3, 4)
vyberme maximalni pocet linedrné nezavislych vektoru a zbylé vektory vyjadieme
jako jejich linearni kombinaci.

ReSeni: Poloime ad;, + fd, +~ds =0, tedy

a(l,

_1707 _2)+ﬁ(]—707 17 _2)+7(_27

11

~1,-3,4)=(0,0,0,0).
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Rozepsanim do jednotlivych souradnic dostaneme

a + [ - 2y = 0,
—« - v =0,
0.

20 — 28 + 4y =

Pti¢tenim vhodného nasobku prvni rovnice k rovnicim dalsim dostaneme ekvivalentni sou-
stavu

ﬁ —

B - 3y =

B — 3y
0 =

I
cooo

Vidime, Ze napf. tfeti a ¢tvrtou rovnici muzeme vynechat, ze druhé rovnice plyne, Ze
f = 37, a z prvni rovnice « = —v . Soustava ma nekone¢né mnoho nenulovych feseni
(o, B, v) = (—t, 3t, t), t € R, vektory @y, dy, ds jsou tedy linedrné zavislé (protoze feSeni
je zavislé na jednom parametru, je zfejmé, Ze dva vektory musi byt linedrné nezavislé).
Zvolime-li napf. t = 1 dostaneme o= —1, 3 =3, v=1tedy —ad; + 3d>+ a3 = 0 , odtud
a3 = dy; — 3ds . Vybrali jsme dva nezavislé vektory a;, dy . Vektor ds jsme vyjadfili jako
jejich linearni kombinaci.

Je zfejmé, ze i zde muzeme zvolit jiny postup a vyuzit hodnosti matice. ZapiSeme si opét
vektory jako rfadky matice A a Gaussovou eliminaci zjistime, kolik a které vektory jsou
linedrné nezavislé.

a : 1 -1 0 -2 1 -1 0 -2 1 -1 0 -2 a;

s : 1 0 1 2| ~10 1 1 0|~]0 11 0| dy—a :

az: | -2 -1 =3 4 0 -3 -3 0 0 00 0| —a+3d+as
Vektory ar, az jsou tedy linedrné nezavislé. Zéarovenn —a; + 3d» + @3 = 0, plati tedy
ds = d; — 3ds. @

< 7 danych vektoru vyberte maximéalni pocet linearné nezavislych vektoru a zbylé vektory
vyjadrete jako jejich linearni kombinaci.

1.15. a) a = ( 1, -1, 3 ), b) »h = ( 2, -1, 0 ),
dy = ( -3, —4, 1 )7 by = ( 3, 2, -3 )7
63 = ( ]-a _8’ 13 ) 53 ( —1, 4, -3 )
c) & =( -1, 0, 2 ), d d = ( 3, -2, 7)),
52 = ( 27 07 —4 )7 d2 - ( 27 _57 1 )7
& =( -3 0 6) dy = (=2, 1, 3 ).
12
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1.16. a) a = ( 1, -1, 2, =2 ), b) K ( 1, =3, 0, —4 ),
dy = ( -1, 0, 3, -2 ) ) by = ( -1, 9, —1, 2 ) )
iz = ( =5, 2, 5, =2 ) 53 ( -1, 7, —2, 0 )

) & =( 2 -1, 0 —2),d d = ( 1, -1, 0, =2, 1)
& = ( -1, =5, 3, 1), dy = (-1, 4, 3, L, =5 )
G = ( 1, 0, —1, 0 ), d_:g = ( 1, 2, 3, =3, =3 )
Cq4 = ( 1, 6, —5, 1 ) . d_:l ( O, 3’ 3’ _1’ —4 )
1.17. VysSetfeme linearni zavislost nebo nezavislost systému funkci
fi(z) =e"sinz, fo(xr) =e"cosz z C(R).
Reseni: K vysetfeni linearni nezavislosti pouzijeme Wronského determinant.
Wiz) = e’ sinex inef cosr e’ cosex C—Ozf sinz |
= e*(sinz cosz — sin® 7) — e**(sinz cos x + cos® ¥) = —e**(sin® ¥ + cos® z) = —e*".

Jelikoz existuje z € (a, b) takové, ze W(x) # 0 (plati to dokonce pro vsechna = € R),
systém funkci je linearné nezavisly na R.

1.18. VysSetfeme linearni zavislost nebo nezavislost systému prvkia z mnoziny funkci
spojitych na (0, a), a > 0.
filz) =242 +1, folx) =2>+2x+2, f(x)=2>+3z+3.

Reseni: K vysetfeni linearni nezavislosti pouzijeme Wronského determinant.

24+r+1 224+2x+2 224+3x+3
Wi(x)=| 2z+1 20+ 2 20+ 3 =
2 2 2

= 2(22° + 42% + 4o + 2) + 2(22% + 2% + 9z + 3) + 2(22° + T2? + 10z + 6)—
—2(22° +82%+122+6) —2(22° +522 +524+3) —2(22° +522 +6242) = 2(02°+02*+02+0) = 0.

Wronského determinant je pro vSechna x z intervalu (0, a) rovny nule, takto nemuzeme
rozhodnout, zda je systém linearné zavisly nebo nezavisly.
Dokazeme linearni zavislost piimo z definice. Polozme

a@+r+1D)+8@*+22+2)+y(@*+32+3)=0.

Porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin dostaneme

¥ a+p+v=0,

2t a+28+3y=0,

2 a+28+3y=0.

Druha a tieti rovnice jsou stejné. Vhodnou upravou dostaneme ekvivalentni soustavu
@ g 1 21 _ 8’ Plati tedy 3 = —2v, a = ~ pro libovolné v € R . Existuje
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tedy nekonecné mnoho netriviadlnich linearnich kombinaci danych funkci, které se rovnaji
nulovému prvku. Dané funkce jsou linearné zavislé. @

{ VysSettete linearni zévislost nebo nezavislost systému prvki z prostoru C(I). K vyset-
feni linearni nezavislosti pouzijte Wronskian.

1.19. a) 1,2z, 2?> nal=R. b) 1,e%,¢e*, e nal=R.

c) sin2z, sinrcotgr nal=(0,7). d) 22, 22+2x, 2z nal=R.

1.3 Baze a dimenze linearniho prostoru

Je-li V' linearni prostor, fikdme, ze prvky aq,...,a; € V tvoii bazi prostoru V, jestlize
splnuji nasledujici dvé podminky:

1. Prvky aq, ..., a; jsou linearné nezavislé
2. Pro kazdy prvek b € V existuji ¢isla ay,...,ar € R tak, ze b=aj; a1 + -+ - 4+ o ay.
Pocet prvku baze nazyvame dimenzi linearniho prostoru V' a znac¢ime dim V.

1.20. Z danych vektoru vybereme maximalni pocet linearné nezavislych vektoru a do-
plnime je na bézi linedrniho prostoru R®.
61 = ( 17 _17 07 37 —2 ) ) 63 = (

]-a _2a _37 _17 1 )7
a, = ( —1, 0, 4, =1, 1 ), ay = ( 2

~1, 3, 10, =7 ).

?

Reseni: Dané vektory lze povazovat za fadkové vektory matice A . Gaussovou metodou
urc¢ime jeji hodnost, ktera je shodna s maximalnim poc¢tem linearné nezavislych radkovych
vektoru.

1 -1 0 3 -2 1 -1 0 3 =2 1 -1 0 3 -2
-1 0 4 -1 1 0 -1 4 2 -1 0 -1 4 2 -1
1 -2 -3 -1 1 0 -1 -3 —4 3 0 0 -7 —6 4
2 -1 3 10 -7 0 1 3 4 -3 0 0 7 6 —4

1 -1 0 3 -2

o -1 4 2 -1

O 0 -7 -6 4

0 0 0O 0 O
7 vypoctu vyplyva, Ze vektor d4 je linedrni kombinaci linearné nezavislych vektoru day, do,
a3 . ProtoZze dané vektory jsou z prostoru R® (dimR® = 5), musime doplnit trojici d;, do, ds
dvéma vektory ¥, ¢ tak, aby vektory @i, d», ds, ¥, i byly LN a tvofily bazi R®, tedy napf.
£=(0,0,0,1,0)ay=(0,0,0,0, 1) na bazi R°. @

&V nasledujicich prikladech vyberte maximalni pocet linearné nezavislych vektoru a do-
pliite je na bazi piislusného linedrniho prostoru R¥.

1.21. a) a= (1, =1),b) b= (1, 20 3),¢) a= (2 0 -1),
= (-2, 2) b= ( 2, 4, 6), G= (1, 1, 1),
by = (-3, —6, —9). &= (-1, -3, —4).

14
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1.22. a) a = ( 2, 1, =2, 4 ), b) b ( 1, -2, 1, =2, 4 )
a = ( -1, 1, 3,0 ), by = ( -1, -1, 1, 3,0 ),
C_i3 ( 17 5? 5? 8 ) ) 53 = ( 2, 1, 0, —3, 1 )
ay = ( 4, -1, =8, 4 ) : 64 ( 1, -1, -1, =5, b ) .

1.23. Jsou dény prvky a; = (1, 1, 1), d» = (1, 2, 2), a3 = (1, 2, 3). Dokazme, Ze tvoii
bazi R, a vyjadfeme prvek ¥ = (2, 1, —1) jako linedrni kombinaci prvku této
béze.

Reseni: Sestavime matici A, jejiz fadky jsou vektory dy, ds, d3 a vypocteme jeji determi-
nant.

11
A=11 2 , detA=6+2+2—-(2+4+3)=1
1 2

W N =

Determinant je rizny od 0, vektory jsou tedy linedrné nezavislé a tvoii bazi R3.
Hleddme nyni «, 3, v € R tak, aby ¥ = « (1, 1, 1)+ 3(1, 2, 2) + v (1, 2, 3) tedy
(2,1, -1)=a(1,1, 1)+ 6(1,2,2)+~v(1, 2, 3).

(Vime, Ze tato soustava mé pravé jedno FeSeni.)
Odtud dostavame, ze

a+08+7=2,a+20+2y=1, a+260+3y=—-1tedy a=3, =1, v=-2.
Prvek ¥ vyjadiime jako linearni kombinaci prvka baze: ¥ = 3d; + ds — 2ds . @

&V nésledujicich prikladech zjistéte, zda dané prvky tvori bazi ptislusného prostoru R".
V kladném ptipadé vyjadiete prvek ¥ jako linearni kombinaci prvka této baze.

1.24. a) @ = ( 1, 2, -1 ), b) b = ( 1, 1, —1, ),
dy = ( =2, 1, =2 ), by = (-1, -1, 1, ),

a = ( 4, 2 =3), by = (1, -1, -1, -1 ),

F=( -5 1, 0). by = (1, 1, 1, 1),

i =( -2 0 -2 2).

c) & = (1,2 -1, 1), d) d =( 1, 3, -1, 1),

Gy = ( 4, 6, =3, -3 )7 dy = ( -2, -6, -2, -1 )7

s = (2 0 -3 -1), dy = (4, 2, -3, -4 ),

Cqy = ( 07 1a 1a —2 )7 d_:l = ( 1, 1, 5, -2 ),

r = ( 17 1, 1, —2 ) 7 = ( _2’ 0’ 9’ 1 )

1.25. Tvoii vektory a; = (1,1,1,1), d = (1,2,2,1), a3 = (1,2,3,1),
ay = (1, =1, —2, 1) bézi linearniho prostoru R*? Pokud ne, ur¢eme bézi nejmen-
Siho linearniho podprostoru V' prostoru R?*, ve kterém tyto vektory lezi, a uréeme
jeho dimenzi.

15
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ResSeni: Linearni nezavislost zjistime pomoci hodnosti matice. Matici A , jejiz fadky jsou
vektory dy, ds, ds, d4 upravime Gaussovou eliminaci na horni trojihelnikovy tvar.

111 1111 11 11 1111
1 2 21 0 1 10 01 10 0110
A=l 9 3107 o1 20| T loo 10l oo
1 -1 -2 1 0 —2 -3 0 00 —1 0 0000

Vektory jsou linearné zavislé, netvori tedy bazi R* . Hodnost matice h(A) = 3, tj. maximalni
pocet linearné nezavislych vektoru je tii. Za bazi prostoru V' muzeme zvolit systém vektori

{61, 62, (73}, dimV = 3. @

¢ 'V nésledujicich prikladech zjistéte, zda dané vektory tvoii bazi pfislusného linedrniho
prostoru R™? Pokud ne, urcete bazi nejmensiho linearniho podprostoru V', ve kterém tyto
vektory lezi, a urcete jeho dimenzi.

1.26. a) a= (1, —1),b) b= (1, 2, 3), ¢) a= (1 2 —1),
= (-1, 1) by= (-1, 4, —1), H= (3 6 —3),

bs= (1, 8, 5). G= (-2 -4 2)

1.27. a) @ = ( 1, =1, 0, 1), b) b = ( 2 -3, -1, 0, —2),
a = (-2, 1, 0, =3 ), by = (=2, 1, 0, =3, 1),

63 ( L, =5, 2, 0 )7 63 = ( 2, —1, 2, 0, —2),

ip = (1, =4, 2, 1). by = (6, 3, -7, 6, —4),

bs = (2, 3, -3, 3, —1).

c) & =( 1, 1, 2 -1),d) d =( 1, =7, 4, 1, 0 ),
&o=( 2 1, 2 =3), dy = (-1, 5, =5 =3, 1),

G = (-1, 1, 2, 3 ), dy = (-1, -1, =8, -9, 4 ),

& =( 0, -1, =2, -1 ). Q= (-1, 1, -7, -7, 3 ),

ds = (0, =2, =1, =2, 1 ).

e 1.28. DokaZme, ze mnozina V vSech vektort z R%, jejichz soucet soufadnic je rovny 0 ,
je podprostorem linearniho prostoru R%. Naleznéme né&jakou bézi a uréeme jeho
dimenzi.

ReSeni: Ziejmé nulovy prvek 0 = (0, 0,0, 0) € V.

4 4
Necht @ = (uy, usz, us, ug), ¥ = (v, vg, v3, v4) €V, tj. 3 u; = > v; = 0. UkdZeme, Ze
i=1 i=1
paki+v7€V,aueVproa€eR.

U+0=(ug+v1,...,us+7v4) a

UL +v1+ - +ugtvyg=u+ - +uUugt+vy+ --- +U4:O+0:0,

tedy 4+ v € V.
att=(auy, ..., auy) a

auy + --- +au4:a(u1+ -+ u4):04-020, tedyozf[GV
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V je tedy podprostorem linearniho prostoru R*. Protoze V # R* (napi. (1, 1,1, 1) ¢ V),
je dimV < 3. Vzhledem k tomu, Ze napiiklad vektory @ = (1,0,0,—1),
d;=(0,1,0,—-1), @3=1(0,0,1, —1) zprostoru V jsou linedrné nezéavislé, je diim V' = 3.
Navic vektory {dy, s, ds} tvoii bazi V.

& Vysettete, zda mnozina M je podprostorem uvedeného linearniho prostoru. V kladném
pripadé urcete dimenzi tohoto podprostoru.

1.29. a) M ={ZeR, Z= (21,11, 11)} .
b) M:{56R4,f:(l’1,0,$3,0)}.
c) M={ZeR, 7
d) M ={7€R®, 1 — w3 — 23 =0} .
e) M={7FeR oy —xg—235—1=0}.
f) M={7€R, ¥=(x1, 22, w3, 11, To, T3)} .
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2 Linearni zobrazeni
Necht U a V jsou linearni prostory. Zobrazeni L : U — V nazveme linearnim, jestlize

1) L(u+wv)=L(u)+ L(v) prokazdé w,ve U,
2) Lla-u)=a-L(u) pro kazdé ueU, aeR.

Poznamka: R™ je mnozina usporadanych n-tic realnych ¢isel. Pro tcely této kapitoly nebu-

deme rozliSovat mezi zapisem vektoru ¥ jako fadek nebo sloupec. Pii maticovém nasobeni
budeme vsak vektor 7 chapat jako sloupcovy vektor.

2.1 Vlastnosti linearniho zobrazeni
Zobrazeni L : R* — R™ je linearni pravé tehdy, kdyz exituje takova matice A, zZe
L(Z) = A-Z pro kazdé e R".
2.1.  Zjist&te, zda je zobrazeni L : R? — R*
L(xzy, 29, x3) = (x1 + 229, 1 — 23, 222, X1)

linearni. V kladném ptipadé najdéte matici A reprezentujici toto zobrazeni. Na-

jdéte jadro N (L) a zjistéte, zda L je prosté zobrazeni a zda je to zobrazeni na
R3.

Reseni: Necht 7 = (21, 22, 73) €R®, = (y1, v2, y3) €R®, a, 3 € R. Potom

L(aZ + BY) = Loz + By, axs + Bys, axs + Bys) =

= (ax1+ By +(ave+By2) , a+ By — (axs+Bys) , 2(awe+[Yy2) , avi+[y1) =
=a(z1 422, 11 — 3, 222, x1) + B (1 + 2y2, Y1 — Y3, 2Y2, Y1) =
— aL(#) + BL(G) .

Zobrazeni L je linearni (to jsme dokazali pfimo z definice).

1+ 229 1 2 0 - 1 2 0
|y | |10 -1 o 10 -1 .
Protoze 91 =10 2 0 ig , je matice 0 2 0 hledanou matici
T 10 0 3 10 0

reprezentujici zobrazeni L . Nalezenim matice jsme také dokazali, Zze zobrazeni je linearni.
Nyni najdeme jadro N (L) = {# € R®; L(&) = 0}. Je-li L(Z) = 0 , pak z; + 225 = 0,
2y —x3=0, 2z, =0 , x; = 0. Tato soustava mé jediné feSeni # =0, tedy N(L) = {0} .
Protoze N(A) = {0} je h(A) = 3. Zobrazeni L je prosté a na R® (viz [MII], véta 2.18).Q

2.2.  Zjistéte, zda je zobrazeni L : R® — R? L(zy, 22, 23) = (x1 + 22+ 1, 23+ 1)
line&rni.

18
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Reseni: Necht 7 = (21, 22, 73) €R?, = (y1, v2, y3) €R®, a, 3 € R. Potom

L(aZ + By) = Llaxy+ By, any+ By, axs+ Bys) =

= (a1 + Pyr +axg + fya + 1, axs + fys + 1)

al(@)+BL(Y) = a(ri+z+1,2341) + B +ye+1,y34+1) =

= (e +avy +a, ars+a) + (By1 + By + 5, Bys + B) =
= (axy+axe+ PBy1 + Pys + a+ B, axs + Pys + a + )

Porovnanim vztahu zjistime, Ze L(af + (Y) # aL(Z) + SL(Y). Zobrazeni L neni proto

line4rni.

Q©

{  Zjistéte, zda je dané zobrazeni L : R" — R™, linearni, v kladném pripadé najdéte
matici A reprezentujici toto zobrazeni. Najdéte jadro N(L) a zjistéte, zda L je prosté
zobrazeni a zda je to zobrazeni na R™.

2.3.

2.4.

2.5.

Reseni:

Protoze

a) L:
b) L:
c)L:
d) L:
e) L:
a)L:
b) L:

' R3 = RY; L(xy, 29, 13) =

c) L
d) L

e) L:

. R4 3.
R* =R ,L(l’l,.%'g,l'g, Ty

R? — |R2, L(l’l, To) =

I
5
+
2
v
8
=
|
2
v
[N}
X
-

R® — |R4; L(!Eh T2, $3)

R® — R?; L(x1, 72, x3)

(214229 — 3, Ty + X3, X1+ 39, 21+ 19 —22x3) .
(31 + 229 — w3, 1 + X9 + X3, T1 + 312 + 13) .
(x1 4+ 23, T2 + T3, 11 + X2, 1 + 1) .

) = (21 + x4, T2 + T4, T1 — 229 — T4) .

|R4 - |R21 L(xla T2, T3, .1'4) (xl x3, T2 .1'4) .

Zjistéme, zda zobrazeni L : R* — R*,

L(xy, 20, 23, 24) = (1,21 + T2, 1 + T2 + X3, 21 + o + T3 + T4),

je linedrni a prosté, v kladném pripadé naleznéte matici inverzniho zobrazeni.

T 1000 1000
T1 + 2 1100 S . 1100
Ty + 2o + 23 “ 11110 T2 | Jematice A =1 4y
Ty + Ty + 23 + 24 1111 3 1111

hledanou matici reprezentujici zobrazeni L . Zobrazeni L je tedy linearni. Plati, ze det A = 1.
Protoze det A # 0 tj. h(A) = 4, zobrazeni je prosté, existuje tedy inverzni matice k matici
A. Nyni vypoc¢teme Gaussovou-Jordanovou eliminaci inverzni matici k matici A.

[A[E] ~

~

— =
g =)
—_ = o O
_— o O O
o= O O
_ o O O

1000 10
01 00-11
0110}-10
0111}-10

S O O
o O = O
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1 000 1 000 1 000 1 0 00

01 0 0]-1 1 00 01 0 0]-1 1 00

0010 0-110 0010 0 -1 10

0011 0 -1 01 00 01 0 0 -1 1
1 0 00
. , ., 1 -1 1 00

Matice inverzniho zobrazeni mé tvar A~ = 0 —1 10 Vi

0 0 -1 1

& 'V nésledujicich piikladech zjistéte, zda zobrazeni L z R* do R* je linerni a prosté. Kde
to lze, naleznéte matici reprezentujici inverzni zobrazeni.

2.6. a) L(:L‘17 T, T3, ‘/L‘4)
b) L(x1, 2, 3, 74)

(l‘l + 2, ) +.I'3, X, .I'4) .

Ty, T2, O, T3 +ZE4) .

C) L(xla Ta, T3, .I'4)
d) L(xh Lo, T3, .1'4)

e) L(x1, xg, x3, 14) = (X1 — T3, T3 + T3, To + X4, T1 + T2 + 3) .

(
($1 + x5 — X3, T1 + 229, T1 + To, T1 + X —$4) .
(

I + 2.%'2 — X3, T2 —+ Ty, L1 —+ 3.%'4, T + Ty — 2.%‘4) .

2.7. Najdéte inverzni zobrazeni k linedrnimu zobrazeni L : R® — R3
L(xq, x2, x3) = (x1 + 322, 1 — T3, 209 — T'3)

a vektor Z, pro ktery je L(Z) = (1,—1,1).

Reseni: K nalezeni inverzniho zobrazeni vyuZijeme matici reprezentujici inverzni zobra-
zeni.

xr1 + 3.%'2 1 3 0 I 1 3 0
Protoze | x1 — 3 =10 —1]- ]| 22|, jematice A = |1 0 —1 | hledanou
2[L‘2 — T3 0 2 -1 I3 0 2 -1

matici reprezentujici zobrazeni L . Zobrazeni L je tedy linearni. det A = 5(det A # 0) =
zobrazeni je prosté a existuje inverzni matice k matici A. Nyni vypocteme Gaussovou-
Jordanovou eliminaci inverzni matici k matici A.

13 0|1 00 1 3 0] 100]
AEj=|10 1|0 1 0|~|0 =3 —1|-1 10|~
02 -1(0 01 0 2 —-1| 00 1
1 3 0] 100 1 3 0] 10 0F
~]0 -3 -1/-1 10|~|0 -15 0|-3 3 —3|~
0 0 -5|-2 2 3 0 0 —5|-22 3
5 0 0] 23 -3 1 00|25 3/5 —3/5
~10 =15 0[-33 =3|~|010[1/5 —1/5 1/5
0 0 -5/-22 3 00 1|2/5 —2/5 —3/5
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2/5 3/5 —3/5
Matice inverzniho zobrazeni ma tvar A~ = | 1/5 —1/5 1/5

2/5 —2/5 —3/5
Inverzni matice muzeme vypocitat také pomoci determinantu (viz [MII], véta 2.20). Vy-
pocteme nejprve vSechny algebraické doplinky:

0 -1 1 -1 10
Allz(_l)Z 9 _1‘:2 AIZ—( 1)3 0 _1‘:1 A13:(—1)4 0 2‘:2
3 0 1 0 1 3
_(_1)3 _ —(_1)4 _ — (_1)5 _
Ag = (1) 2_1‘ 3 Ap=(-1) 0_1‘ 1 Ay =(-1) 02‘ 2
3 0 1 0 1 3
A =Dy ‘:_3 Am= (171 4 ‘:1 Am = (D7 0‘2_3
Protoze det A = 5, dostavame inverzni matici:
2127 2 3 -3
—1
A = R 3 -1 -2 =% 1 -1 1
-3 1 -3 2 -2 -3
Matice A~! je matice reprezentujici inverzni zobrazeni L~'. Plati:
Y1 1
L (y1,y2,u3) = (w1, 00, 23) & A7 |y | = | 22
Ys U]
(0 %yl +%y2 —%Z/z’)
Plati: A=t | 3o | = %yl —%yg +%y3 . Inverzni zobrazeni k zobrazeni L je dano vzta-
P 2 3
Y3 Y1 —5Y2 —35Ys3

hem
L*l( )_(2 +§ _§ 1 _1 _|_1 g _g _§ )
Y1,Y2,Y3) = 53/1 53/2 53/37 5y1 5y2 53/37 53/1 5y2 5y3 .

Nyni najdeme vektor Z, pro ktery plati L(%) = (1, —1, 1). Plati # = L~(1, —1, 1), je A~ !-

1 2/5 3/5 —3/5 1 —4/5
-1 = 1/5 —-1/5 1/5 | - | —1 = 3/5 | , hledany vektor je
1 2/5 —2/5 —3/5 1 1/5

T=(-%2%1). Q©

¢ Najdeéte inverzni matici k matici A.

1 11 1 21

28. a) A=|10 1 b) A=| 311
10 0| 110

[a 1 117 [z 22 1

c) A=10 b 1 d A=]| 3z 10

10 0 ¢ | |-z x 0
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¢ Najdéte matici inverzniho zobrazeni k linedrnimu zobrazeni L : R* — R™ a vektor 7,
pro ktery je L(¥) =

2.9. a) L(ry, v3) = (x1 + 22, 21 —12); 4= (1,2).
b) L(x1, xs) = (x1 + 229, v1+322); w=(1,1).
c) L(xy, xa, x3) = (x1 + X2, 1 — Ty — X3, 321 + 229 —x3);  w = (1,-2,3).
d) L(x1, xe, x3) = (201+23+23, 201 —29—2x3, —4w1+229+23); © = (1,—1,0).
e) L(x1, xo, x3) = (x1 + 23, Bxy — X9 — 23, —4wy + 209+ T23); u=(1,2,1).

2.10. Vysetfeme, zda zobrazeni L(f) = f’, f € C1(a, b), je linearni zobrazeni a charak-
terizujme obor hodnot H(L) . Dale najdéme jadro N (L) zobrazeni L. Je zobrazeni
L prosté?

ResSeni: Necht f,g € C'(a,b),a, 3 € R. L(af + Bg) = (af + Bg) = af + B9 =
= aL(f) + BL(g), zobrazeni L je linedrni. Nyni najdeme obor hodnot H(L). Plati: je-li
f € Ca,b),potom f" € C(a, b). Naopak, je-li funkce g € C(a, b), pak existuje primitivni
funkce G k funkci g a G’ = g. Plati tedy, Ze G € C'(a, b). Obor hodnot H(L) je prostor
C(a,b).

feNL e L(f)=f=0<% f(xr)=/0dz = C, C €R, f je libovolna konstantni
funkce na (a, b) .

N(L) = {f € C¥a,b), f(x) = C pro viechna = € (a,b)} = N(L) # {0}, tj. zobrazeni

neni prosté. @

& 'V nésledujicich ptikladech vySetiete, zda zobrazeni L prostoru C"(a, b) do prostoru
C(a, b) je linedrni zobrazeni.

211, a) L(f) = "+ ' — f, f€C?a,b). b) L()=f+3, f€Cl(a,b).
c) L(H=[f"f+f* feC%a,b). d) L(f)=f'-5f, feCa,b).
¢V nasledujicich piikladech vySetfete, zda zobrazeni L prostoru C'(a, b) do prostoru V

je linedrni a charakterizujte obor hodnot H(L) . Dale najdéte jadro N (L) zobrazeni L. Je
zobrazeni L prosté?

2.12. a) L(f) = max | f(z)|, V=R b) L(f)= f(a)+ f(b), V =R.

z€(a,b)

c) L(f)=[f(“4Y), V=R d) L(f) = |f
V' je prostor vSech funkci
definovanych na (a, b).

2.2 Vldastni ¢isla a vlastni vektory matic

Cislo A je vlastnim ¢éislem ¢tvercové matice A, jestlize existuje nenulovy vektor h e R
takovy, ze Ah=\h. Kazdy takovy nenulovy vektor h nazyvame vlastnim vektorem matice
A prislusnym k vlastnimu ¢islu A .
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2.13. Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice A a k nim pfislusné vlastni vektory

1 -1 2
A=|2 -1 -2
3 =2 0

ReSeni: Plati Ah = M\ < (A — AE)h = 0 , kde E je jednotkové matice. Soustava
(A — AE)h = 0 pro nenulovy vektor h mé nenulové FeSeni, jestlize matice A — \E je
singularni, tedy det(A — AE) =0 .

1—-A -1 2

det(A—XE)=| 2 —1-X —2[=9x-X=X09-))=0.
3 -2 —A
Rovnice A\(9 — A?) = 0 ma t¥i riiznd feSeni: \; = 0, Ay = 3, X3 = —3 . Vlastni ¢isla
matice jsou: Ay = 0,Ay = 3, A3 = —3 . Vypoctéme prislusné vlastni vektory. Polozme
h=(x,y, 2).

Pro A; = 0 musi platit (A — /\E)ﬁl — 0, dostaneme soustavu rovnic:

r — Yy + 2z =0
2 — y — 2z =0
3r — 2y = 0.

Jejim nenulovym feSenim jsou vSechny vektory hy =k (4,6, 1), k€eR, k+#0, tj. vSechny
prislusné vlastni vektory k vlastnimu ¢islu A; = 0.
Pro Ay = 3 musi platit (A — AE)hy = 0, dostaneme soustavu rovnic:

—2r — y + 22 =0
0
3r — 2y — 3z = 0,

DO
8
|
W
<
|
[\
N
Il

Jejim TeSenim jsou vektory hy = k (1,0,1), k € R, k # 0, tj. vSechny pfislusné vlastni
vektory k vlastnimu €islu Ay = 3.
Pro A3 = —3 musi platit (A — AE)hz = 0, dostaneme soustavu rovnic

dr — y + 2z =

0
20+ 2y — 2z =0
v — 2y + 3z = 0

Jejim TeSenim jsou vektory Eg =k(=1,6,5), keR, k#0, tj. vSechny prislusné vlastni
vektory k vlastnimu ¢islu A3 = —3. v
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¢ 'V naésledujicich prikladech najdéte vSechna vlastni ¢isla matice A a k nim prislusné
vlastni vektory.

1 2 10
2.14. a)A:_21]. b)A:_Q _1].
(1 -1 (10
c)A—_4 1]. d)A__21].
1 0 2 [ 2 6 3
e) A=|3 -1 1]. fy A= 21 1
13 1 -1 40 -1
1 2 -2 (1 -3 1
g) A= 1 -1 —1 h) A=|1 -1 0
-1 0 -2 1 -2 1

2.3 Maticové rovnice

2.15. Resme maticovou rovnici XA 4+ B = X, kde

12 -1 2 1 1
A=|02 -1|,B=|1 0 -1
10 2 1 -2 3

Reseni: Rovnici vyfesime nejprve obecné.
XA+B=XB=XE-XA=X(E-A)&X=B-(E-A)",

kde E je jednotkovd matice. Pfedpokladame, Ze existuje inverzni matice (E — A)~!. Je
dilezité si uvédomit, Ze matici (E — A)~! je nutno ndsobit zprava! Nyni vypocitejme
E— A, (E— A)™! a pomoci nich X.

0 -2 1 1 -2 -1

E-A=| 0 -1 1|, (E-A)' -1 1 0

-1 0 -1 -1 2 0
2 1 1 1 -2 -1 0 -1 -2
ProtoX=|1 0 —-1|-|{ -1 1 0|=|2 —4 -1
1 -2 3 -1 2 0 0 2 -1

v
24
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3 Linearni diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice 1. fadu byly procvicovany v predmétu Matematika I, viz. skripta [MI],
kapitola 8. Nyni navazeme linearnimi diferencialnimi rovnicemi 2. a vyssiho radu. Teorii
k témto rovnicim nalezneme ve skriptech [MII], kapitola 3.

3.1 ResSeni diferencialnich rovnic

Resenim diferencialni rovnice rozumime takovou funkci y = y(x) definovanou na inter-
valu [, ze po dosazeni do rovnice za y a jeji derivace dostaneme rovnost platnou pro
vsechna z € [.

3.1. Rozhodnéme, zda funkce y(x) = ¢-sin(lnz), = € (0,00), kde ¢ je libovolna
/

41 s Y . <1 . . Yy )
relna konstanta, je feSenim diferencialni rovnice 3" 4 =+ = = 0.
r  x

ResSeni: Derivace funkce y jsou: y/'(z) = £ cos(Inz) a y"(z) = —ﬁ cos(In x)—x—% sin(ln ),

x € (0,00). Dosadime za ",y a y do levé strany diferencidlni rovnice. Dostavame

/
n Y Y c c . C c .
+ =4 = =—— cos(lnz) — — sin(lnz) + — cos(Inzx) + — sin(lnz) =0
g = - cos(ing) — < sin(ing) + 5 cos(lnz) + 5 sinin)
Leva strana rovnice se rovna nule pro vSechna z € (0,00) nezavisle na ¢, tedy pro kazdé
¢ € R je funkce y(z) feSenim dané diferencidlni rovnice. @

3.2. Rozhodnéme, zda funkce y(z) = — HTQE In(l1+z), = € (0,00) je FeSenim di-
2 1

T y = 24
y(1) = —1In4, /(1) =In2 — 1.

ferencialni rovnice y” + které vyhovuje pocateénim podminkam

Reseni: Derivace funkce y je: y'(z) = # In(1 + z) — %, z € (0,00). Pro x =1 je

y(1l) = —2In2 = —In4 a y'(1) = In2 — 1, tj. funkce y(z) = — HTx In(1 4 z) vyhovuje
danym pocatecnim podminkam. Jeji druhd derivace je:

2 1 1
Y@) == Il 4a) + s+

3 2?2 + 23 ﬁ,xe(o,oo).

Dosadime za ¢ a y” do levé strany diferencialni rovnice. Dostavame

”+2’ 21(1+)+ 1+21(1+) 2 = =

-y =——1In )+ ———=+—=+—=In T)——=——=— —

g 3 2+ 2?2 23 2 2?43 2P

Leva strana rovnice se nerovna pravé o tedy funkce y(x) neni feSenim dané dife-
2+

rencialni rovnice. Q
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¢ Podobné feste dalsi priklady. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je nebo neni dana funkce
feSenim prislusné diferencidlni rovnice, resp. pocatecni tlohy, resp. okrajové tulohy.

_C1+C2h’l3§' 2 1

3.3. a) y(z) , £>0,c1,0 € Ry 2y + 30y’ +y=0.

T
/
b) y(r) =sinz? z>0; y"— y} +42%y =0, y(0) = y'(0) = 0.

c) yx)=e*+z, x<1l; (z—1y" —ay +y=0, y(0)=1, y/(0) =3.

T

d) y(z) =z +sinz +3cosz+cre®+ce 2, x€R, ¢y, 0 €R;

2y" 4+ 3y +y =2+ 10sinzx.
2
e) y(z) :x+§sinx—% cosx, © € R;

y// —+ Y = [L‘(l —+ sin IL'), y(O) - Oa y(%) = gﬂ-‘

1
£) y(z) = i(x —1)e* +cre” + ca(l+ ), > 0,c1,¢0 € R;
oy — (1+2)y —y=2(x—1)%e "

2 2
g) y(x) = cix+ oz +42*Inz, x> 0,c1,c0 € R; y”—;y’—i—ﬁyzél.

h) y(z) =4z — 2z —1)e ™, z <0;
1—2)y' +2y —y=2(x—1)%e¢", y(—In3)=3+1n9, y(In0,5) = 2.

3.2 Klasifikace diferencialnich rovnic

Linearni diferencialni rovnice (LDR) n-tého fadu je rovnice tvaru
ag() Y™ + ar(2) y" 7V 4+ @ o () Y+ an 1 (2) Y + an(2) y = (),

kde prava strana b(z) a koeficienty a;(x),7 = 0...n jsou spojité funkce na néjakém
intervalu I, ag(z) # 0. Jsou-li koeficienty LDR konstantni funkce (tj. a;(x) = k; € R,
i =0...n), nazyva se rovnice s konstantnimi koeficienty. Je-li prava strana rovnice b(x) = 0
pro vSechna = € I, nazyva se rovnice homogenni (HLDR), v opa¢ném ptipadé nehomogenni

(NLDR).

3.4. Rozhodnéme, zda dana diferencialni rovnice je linedrni. Pokud ano, urceme jeji
fad a rozhodnéme, zda je homogenni nebo nehomogenni, zda ma konstantni

koeficienty.
a) Y +e"y=Inzx. b) (r+y)y”’ =sinzx.
c) 2y —y =0. d) oy’ +y —2*y—-7=0.
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Reseni:

a)

b)

c)

d)

Diferencialni rovnice y” +e*y = Inx je linedrni, 2. fadu s koeficienty ag(z) = 1,
a;(z) = 0, as(z) = €”, tedy nejsou konstantni. Je nehomogenni s pravou stranou

b(x) =Inz.

Diferencialni rovnice (z +y)y” = sinz neni linedrni, protoze y” je nasobeno funkci
nejen promeénné x, ale také y.

Diferencialni rovnice 2y” — 1y = 0 je linearni, 3. fddu s konstantnimi koeficienty

ap(z) =2, ay(z) =0, az(x) = —1, az(z) = 0. Je homogenni.

Diferencialni rovnice zy” + ¢y’ — 2%y — 7 = 0 je linedrni, 2. fddu s koeficienty
ao(z) =z, a;(z) = 1, as(x) = —2?, které nejsou konstantni. Je nehomogenni s pravou
stranou b(z) = 7. Q

¢ 'V dalsich prikladech analogicky rozhodnéte a zdivodnéte, zda je dana diferencidlni
rovnice linearni. Urcete jeji fad a rozhodnéte, zda je homogenni nebo nehomogenni, zda
ma konstantni koeficienty.

3.5.

3.3

a) vy +3y —y=0. b) zy"—y +4x3y=0.

c) y" —y =2z cosx. d) 7y —ze”=0.

e) yW 4 2y" —ay = 0. f) v +2(y)? =e".

g) v +2y =213 h) 1-2)y"+zy —y—2(x—1)2e*=0.
i) v —2yy =0 j) 4y —3y” =0.

k) y(1—2)=1+y. 1) 2y"+3y +y=x+10sinx.

Homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koe-
ficienty

Obecné feseni HLDR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

koy™ 4+ kiy™ Y+t koY ka1 Y+ kay =0, ko #0,

mé tvar
y(x)=Crp(x) + ...+ Chyn(x), C; R i=1...n,
kde funkce yq,...,y, jsou linedrné nezavisla feseni, neboli tvori fundamentalni systém

FeSeni této rovnice.

3.6.

Ovérme, Zze dané funkce fesi prislusnou diferencialni rovnici. Rozhodnéme, zda
tyto funkce tvofi fundamentalni systém resSeni.

a) yi(x) =sinbz, yo(z) = cosbz, x € R; y" + 25y = 0.

b) yi(z) = €%, yp(z) =73, v € R; y' +y — 12y = 0.

c) yi(z) = e, yox) =¥, ys(x) =™, x €R; y" —3y" +4y = 0.
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Reseni:

a)

b)

Druhé derivace danych funkei y;(x) = sin 5z, yo(x) = cos bz jsou: yf (x) = —25sin bz,
yy(x) = —25 cos bx. Dosadime za y” a y do levé strany rovnice y” + 25y = 0.

y1 oy + 25y = —25sin bz + 25sin 5z = 0
ya oy + 25y = —25 cos bx + 25 cosbr = 0

Leva strana rovnice se pro obé funkce rovna nule pro vSechna realna z, tedy funkce
Y1, Y2 jsou feSeni diferencialni rovnice y” + 25y = 0. Rovnice je linearni 2. fadu,
proto fundamentalni systém feseni tvoii dvé linearné nezavisla reseni. Zkusme pomoci
Wronského determinantu vysetfit, viz odstavec 1.2, zda jsou feSeni linedrné nezavisla.
Jejich Wronskian je:

sin 5x COS T

W(z) = = —5sin®5z — 5cos’5r = -5 #0, x € R.

5cosbxr —Hsindx

Funkce w1, y» jsou linearné nezavislé, tvori tedy fundamentalni systém resSeni.

Prvni a druhé derivace zadanych funkei y;(z) = €3, yo(z) = 7€3* jsou: y}(z) = 3e%",
yl(z) = 9e3*, yh(x) = 21e3*, yl(x) = 63e3*. Dosadime za y”, v’ a y do levé strany
rovnice 4" +y — 12y = 0.

yi: Yy — 12y = 9e3% + 3e3® — 12e3* = 0
Yo Yy — 12y = 6337 +21e3* — 12 7e3 =0

Leva strana rovnice se pro obé funkce rovna nule pro vSechna realna z, tedy funkce
Y1, Y2 jsou feSeni diferencialni rovnice y” 41’ — 12y = 0. Rovnice je linearni 2. fadu.
Snadno nahlédneme, ze 7y, () —ya(x) = 0 pro vSechna z € R, tj. netrividlni linedrni
kombinace funkci y;, y2 je rovna nulové funkci. Funkce jsou linearné zavislé, proto
nemohou tvorit fundamentalni systém feseni.

Druhé a tieti derivace zadanych funkci yi(z) = e, () = €**, y3(x) = ze*®
jou: () = e, (@) = —e7, yi(a) = 4%, y/(x) = 86, yl(z) = > (4+ 4x),
vy (z) = e**(12 + 8z). Dosadime za y”, y” a y do levé strany diferencilni rovnice

y" —3y" + 4y = 0.
o Yy =3y +4y=—-e"—-3e"+4e =0
Yo o Y — 3y + 4y = 8e®® — 3 - 4e®® 4 4e¥ =0
ys: Y =3y + 4y =e*(12+ 8x) — 3e* (4 + 4x) + 4xe*” =0

Leva strana rovnice se pro vsechny tfi funkce rovna nule pro vSechna redlna z, tedy
funkce w1, y2, y3 jsou Feseni diferencidlni rovnice y” — 3y” 4+ 4y = 0. Rovnice je
linearni 3. fadu, proto fundamentalni systém reseni tvofi tii linedrné nezavisla reseni.
Zkusme pomoci Wronského determinantu vysetrit, zda jsou feseni linedrné nezavisla.
Jejich Wronskian je:

e T e xe*® 11 x
W(z)=| —e® 2% e®*(14+22) |=e %e®e®| -1 2 1420 | =9 #£0.
e™? 4e* (4 + 4x) 1 4 4+4x
Funkce vy, yo, y3 jsou linedrné nezavislé, tvori tedy fundamentélni systém. @
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¢V nasledujicich ptikladech ovéite, ze dané funkce Fesi ptislusnou diferencidlni rovnici.
Pak rozhodnéte, zda tyto funkce tvoii fundamentéalni systém feseni.

3.7. a) yi(z) =e2, ylx) =z R, y' + 4y + 4y = 0.
b) yi(z) = e*, yaz) =¥, T €R; y" —4y' + 3y = 0.
c) yi(z) = 2%, yp(x) = -6, 2 €R; y" — 8y + 16y = 0.
d) yi(z) =e* cosz, yo(x) =€ sinx, v € R; y" =2y +2y=0.
e) y1(x) = e, yo(z) = sin 3z, y3(z) = cos 3z, x € R; ¢y +y” + 9y + 9y = 0.
f) yi(z) =¥, yo(x) = xe®®, y3(x) = 22e*, 2 € R; y” — 6y" + 12y — 8y = 0.
g) yi(x) =e®, yp(z) =e", a#b, a,beER, z€R; y" — (a+0b)y + aby = 0.
h) yi(z) = e, yo(z) = 2e**, 0 €ER, 7 € R; y" —2ay’ + oy = 0.

Charakteristicka rovnice HLDR

Na rovnici 2. radu
kov" +kiy +kay =0, ko #0,

ukdzeme, jak se hledd y;(x), y2(x), fundamentalni systém feseni HLDR s konstantnimi
koeficienty. Vypocteme kotfeny tzv. charakteristické rovnice

ko A2+ ki A+ ky =0,

kterou dostaneme tak, ze v diferencialni rovnici nahradime y neznamou A. Mocnina ne-
znamé A\ Ciselné odpovida fadu derivace funkce y. Mohou nastat tii ptipady, jak vypada
fundamentalni systém v, yo. Ma-li charakteristickd rovnice

(i)  dva rtzné redlné kofeny A\; # Ay, pak yi(z) =M% a yp(z) = 2%,

Az Ao
)

(ii) jeden dvojnasobny realny kofen A\, pak yi(x) = e a ys(z) =xe
(iii) dva imaginarni komplexné sdruzené kofeny A\; = a + bi, A\ = a — bi, pak
yi1(z) = e cosbr a ys(x) = ™ sin bz.
Pro homogenni LDR vyssich fadu, resp. prvniho fadu je postup analogicky.
3.8.  Naleznéme obecné feseni linearnich diferencialnich rovnic:

a) 4" -4y +y=0, b) 3y +2-y=0, ¢ y'+4y+13y=0.

Reseni: Hledejme y;(z), yo(z) fundamentalni systém feseni HLDR 2. fadu. Pak obecné
feSeni ma tvar y(z) = Cyy1(z) + Cayz(z), C1, Cy € R. Defini¢éni obor y(z) je vzdy R.

a) Charakteristicka rovnice diferencidlni rovnice 4y” —4y'+y = 0 je 4\2—4X+1 = 0. Jeji
kofeny jsou A = Ay = % Tedy fundamentélni systém feSeni tvoti funkce y;(x) = e,

yo(7) = we® a obecné feseni dané HLDR je

y(z) = Cre® + Cywe®, z€R, C,Cy€R.

30

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



b) Charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice 3y” + 2y —y =0 je 3X\>+2\—1=0.
Jeji kofeny jsou A\ = %, A2 = —1. Tedy fundamentalni systém Tfeseni tvoii funkce

yi(r) =e”, ya(z) ="

¥ a obecné Teseni dané HLDR je

y(:p):C’leg —|—C'ge_$, x € IR, 01,02 €R.
c) Charakteristicka rovnice diferencialni rovnice y” +4y'+13y =0 je A2 +4A+13 = 0.
Jeji kofeny jsou A\ = =243, Ay = —2 — 3. Tedy fundamentalni systém feseni tvori

funkce y1(z) = e ** cos 3z, ya(z) = e **sin 3z a obecné fefeni dané HLDR je

y(z) = Cie™* cos3r + Che *sindzr, zeR, Cp,C,€R. V)

3.9. Naleznéme obecné FeSeni linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu —b5y’ + 7y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice —5\ +7 = 0 mé jeden kofen \ = % Fundamentalni

S

systém Teseni HLDR 1. fadu tvofi jedna funkce. V tomto piipadé y;(z) = e “a tedy obecné

feseni je

ylx)=Ce”>, ze€R, CeR. Q

> Naleznéte obecné feseni nasledujicich linearnich diferencialnich rovnic.

3.10. a) y” — 3y — 28y = 0. b) y" — 6y + 13y = 0.
c) 10y’ =0. d) v"+y=0.
e) 6y" —5y +y=0. f) 3y”"=0.
g) ¥+ 6y +9y=0. h) 4y” -3y =0.
i) " — 8y + 16y = 0. i) ¥+ 8y + 25y = 0.
k) 9y” + 6y +y = 0. 1) o —2ay + (a®>* - 0*)y=0, a,beR.
m) y' — 2y = 0. n) y' —2ay + (a*+ ")y =0, a,b€R.

e 3.11. Naleznéme obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice 3. fadu

y/// _ 6y// _'_ 12y/ _ Sy — 0

Reseni: Postupujeme analogicky jako v piedchozich pfikladech. Charakteristickd rovnice
je A* —6A% + 12\ — 8 = 0. Bud jeden kofen rovnice uhddneme (A = 2) a polynom na levé
strané rovnice délenim prevedeme na soucin ¢initele A —2 a kvadratického polynomu nebo
provedeme néasledujici algebraické tpravy:

AN =6 +120 -8 =X =22 -6 A(A—2)=(XA—2)(AN2+2\+4) —6)A(A\—2) =
= A=2)(AN2 =4 +4)=A—-2)(A =22 = (A —2)3
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Charakteristicka rovnice (A — 2)® = 0 m4 jeden trojndsobny realny kofen A = 2. Funda-
mentalni systém Teseni tvoii t¥i funkce

yl(x) = era yg(l') = xe2x’ y3(l') = xZ 621
a tedy becné feseni dané HLDR je
y(z) = Cre** + Cyze®® + Cya?e®™, z€R, C,CyCs€R. Q

¢ Naleznéte obecné feseni nasledujicich linearnich diferencialnich rovnic.

e3.12. a) y"+y"—2y =0. b) y@ +y" —12y" = 0.
c) ¥ — 4y +5y =0. d) y" —5y"+8y —4y=0.
e) y@ +8y" — 9y =0. f) y@—2y"+2y —y=0.
g) y® —y=0. h) y@ +y" —2y" + 4y — 24y = 0.
i) v +y" — 10y + 8y = 0. D YO+ +y =0

Pocatec¢ni a okrajové ulohy

3.13. Naleznéme fteSeni linearni diferencidlni rovnice y” + 25y = 0, které vyhovuje
pocatecnim podminkdm y(0) =1, ¢/(0) = —5. Provedme zkousku.

Reseni: Nejprve nalezneme obecné feseni. Pak ze vSech Feseni vybereme to, které vyhovuje
pocateénim podminkam. Charakteristickd rovnice A\*+25 = 0 ma kofeny \; o = £54. Tedy
obecné Teseni dané HLDR je

y(xr) = Cy cosbr + Cy sinbr, ze€R, C,Cy €R.

Uréime konstanty C4,Cy (v pfipadé pocatecnich podminek vzdy existuje pravé jedna ta-
kova dvojice) tak, aby feSeni spliiovalo zadané pocatecni podminky y(0) = 1,
y'(0) = —5. Spoé¢téme derivaci obecného Feseni: y'(x) = —5 C} sin5x+5 Cy cos 5z. Dosad-
me pocatecni podminky do y(z), y'(z):

1 =y(0) =Cy cos0+ Cy sin0 N 1=0
—5=19'(0) = =5C sin0 + 5C; cos0 —5 =50,
Hledané partikularni feseni ma C; =1 a Cy = —1, tedy

y(x) = cosbr —sinbz, z € R.

Zkouska: Spoctéme prvni a druhou derivaci nalezeného partikularniho Tfeseni:
y'(r) = —bsinbx — bcosbxr a y'(x) = —25cosbr + 25sinbz. V bodé =z = 0 je
y(0) = cos0 —sin0 = 1 a 3/(0) = —5sin0 — 5cos0 = —5, tj. ovérili jsme, Ze nalezené

feSeni spliuje pocateéni podminky. Dosadme y” a y do levé strany diferencialni rovnice.
y" 4 25y = —25 cos b + 25 sin bz + 25(cos 5 — sinbzx) = 0

Leva strana diferencialni rovnice se rovna nule pro vSechna z € R. Ovérili jsme, ze funkce
y(x) = cos bz — sinbx je feSenim dané HLDR. Q
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3.14. Naleznéme feseni linearni diferencialni rovnice 2y” + 5y’ = 0, které vyhovuje
okrajovym podminkdm y(0) =3, y(2) = 3. Provedme zkousku.

Reseni: Nejprve nalezneme obecné feseni. Pak ze viech feSeni vybereme to, které vyho-
vuje okrajovym podminkidm. Charakteristickd rovnice 2A\% 4+ 5\ = 0 m4 kofeny \; = 0,
Ay = — % Obecné teseni dané HLDR tedy je

y(x):Cl—i-Cge’%“, xreR, C,C,eR.

Nyni ur¢ime konstanty C7,Cy (v pfipadé okrajovych podminek takova dvojice muze a ne-
musi existovat) tak, aby feSeni splitovalo okrajové podminky y(0) = 3, y(2) = 3. Dosadme
je do y(z):
3:y(0)201+02€0 — Cl—f- 02:3
3:y(2)201+02€75 01+67502:3
Tato nehomogenni soustava dvou linearnich algebraickych rovnic ma pravé jedno feseni
Cy =3, Cy = 0. Hledanym feSenim je konstantni funkce y(z) =3, = € R.

Zkouska: Ziejmé funkce y(x) = 3 spliiuje okrajové podminky. Derivace partikuldrniho
feSeni jsow: y'(z) =0 a y’(x) = 0. Dosadme y” a 3y’ do levé strany diferencidlni rovnice.
2" +5y =2-0+5-0=0
Leva strana rovnice se rovna nule pro vSechna = € R. Funkce y(z) = 3 je feSenim dané

okrajové ulohy. @

¢V nésledujicich ptikladech naleznéte partikularni feSeni danych diferencidlnich rovnic,
které vyhovuje zadanym pocate¢nim, resp. okrajovym podminkam.

3.15. a) y"—y=0, y(0) =0, ¢'(0) = 1.
b) y"+4y =0, y(1) =4, y(3) = -4
c) y' =5y +4y =0, y(0) =y'(0) =1
d) v'+2y +2y =0, y(0) =2, y'(0) =3
e) v’ — 10y' + 25y = 0, y(1) =¢€°, /(1) = 4e°
f) y" =2y —3y=0, y(0) =1, y'(0) =11
g) ¥ +5y +6y =0, y(0) =1, y'(0) = -6
h) v" + 4y + 29y = 0, y(0) =0, y'(0) =15
i) v/ —4y' +3y =0, y(In2) =4, y'(In2) =20
J) 3y"+5y' =0, y(3) =9, ¥(3) =0
3.16. a) y" —2y' +2y=0, y(0) =2, y(r) =2
b) y"+4y' + 5y =0, y(0) = €', y(2m) =1
c) ¥y —4y=0, y(0) =0, y(In3) = 80.
d) 4y" +9y =0, y(—m) =2, y(r) = -2
e) y’ — 6y + 10y =0, y(m) =9, y(3m) =
£) v"+6y +9y =0, y(0) =27, y(1) =73
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¢ 3.17. a) y" — 4y’ +4y =0, y(0) =7, y/(0) = y'(0) =
b) y” — 13y’ + 12y = 0, y(0) =5, y'(0) = —4, y"(0) = 4.
c) y® +6y™ —3y =0, y(1) =y'(1) =y"(1) =y" (1) =y“(1) =0.
d) y“ —8y" + 16y = 0, y(0) = y'(0) = y"(0) = 0, ¥ (0) = 32.

3.4 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty a se specialni pravou stranou

V tomto odstavci na rovnici 2. fadu

koy" + k1y' + koy = e**(P(z) cosbz + Q(z) sin bzx) ,

specialni prava strana

kde a,b € R a P,(Q jsou polynomy proménné x, ukazeme, jak se hleda reseni NLDR s kon-
stantnimi koeficienty a specialni pravou stranou. Vsechna feSeni dostaneme tak, ze k jed-
nomu jejimu feSeni y,(z), tzv. partikuldrnimu feSeni, pfi¢teme obecné feseni y,, (z)
priftazené HLDR (koy” + k1y’ + koy = 0), tedy obecné feSeni je ve tvaru souctu

y(r) =y, (z) + y,(2).

Defini¢ni obor y(x) je vidy R. Obecné feSeni ptifazené HLDR spocteme pomoci charak-
teristické rovnice, viz priklad 3.8. Partikularni feSeni ziskdme uzitim metody odhadu, tj.
feseni hledame ve tvaru

y,(z) = 2% (R(x) cos bx + S(x) sin bx)

kde ¢isla a, b jsou dana pravou stranou; R, S jsou obecné polynomy, jejichz stupen je
roven vét§imu ze stupiiu polynomu P, ) a ¢islo & nabyva hodnot z mnoziny {0,1,2}.
Neni-li ¢slo oo = a+bi kofenem charakteristické rovnice ko A2 +ki A +ky =0, pak k& = 0.
Je-li ¢islo o kofenem charakteristické rovnice, pak k odpovida nasobnosti korene «.

Metodu odhadu lze pouzit i pro NLDR s konstantnimi koeficienty vyssich fadu, resp.
prvniho radu.

3.18. Naleznéme obecné fesSeni linearnich diferencialnich rovnic:
a) y" — 6y’ + 9y = 36 sin 3z, b) y”+ 9y =6 cos 3z — 18 sin 3z.
Reseni
a) Charakteristicka rovnice A\ —6A+9 = 0 piifazené HLDR 3" —6y'+ 9y = 0 m4 kofen
A1 = Ay = 3. Obecné feseni pritazené HLDR je
y,(r) =Cre* +Cyze®, Cp,Cy €R.

Ukazme, Ze prava strana rovnice f(x) = 36 sin3z je specidlni pravéa strana. Dosa-
dime-li a = 0, b = 3, P(z) = 0 a Q(x) = 36 do formule pro speciélni pravou
stranu, dostaneme €% (0 - cos 3z + 36 sin 3x) = 36 sin 3z. Tedy umime udélat odhad
partikuldrniho (= néjakého, jednoho) feseni zadané NLDR, t;.

y,(z) = 2" (R(x) cos 3z + S(z) sin 3x).
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b)

Protoze polynomy P, ) jsou konstanty, tedy R(z) = A € R, S(x) = B € R. Cislo
a =0+3i =3i # 3 (neni kofenem charakteristické rovnice), proto k& = 0. Po
dosazeni dostaneme

y,(7) = 2°e" (A cos 3z + Bsin3z) = Acos 3z + Bsin 3.

Konstanty A, B ur¢ime tak, aby y,.(z) bylo feSenim zadané NLDR. Spoc¢téme 1. a
2. derivaci y,: ¥ (z) = —3Asin3zr + 3Bcos3r a y’(r) = —9Acos3z — 9B sin 3z.
Dosadme za 3", 3y’ a y do zadané rovnice:

—9A cos 3x—9Bsin 3z —6(—3Asin 3z +3B cos 3x)+9(A cos 3z + B sin 3x) = 36 sin 3x.

Po tprave
(—9A — 18B + 9A) cos 3z + (—9B + 184 + 9B) sin 3z = 36 sin 3z,
—18B cos 3x + 18 Asin3x = 0 - cos 3x + 36 sin 3.

Aby byla posledni rovnost splnéna, musi se koeficienty u funkci sin 3z, cos 3z na levé
a prava strané rovnosti sobé rovnat:
—18B = 0
184 = 36.

Odtud A =2, B = 0. Partikularni feSeni zadané NLDR je y,(x) = 2 cos 3z. Hledané
obecné Teseni je

y() =y, (@) +y,(z) =Cre* + Chre® +2cos3z, z€R, C,0,€R.

Resime rovnici y” + 9y = 6 cos 3x — 18 sin 3x. Charakteristickd rovnice A2 4+ 9 = 0
ptitazené HLDR 3”4+ 9y = 0 mad kofeny \; 3 = £34. Obecné feseni pfifazené HLDR
je

y,(x) =C} cos3x + Cy sin3zx, C1,Cy € R.

Pro specidlni pravou stranu f(z) = 6 cos3z — 18 sin3z je a =0, b =3, P(z) =6
a Q(x) = —18. Rozmysleme odhad partikularniho feSeni. Stejné jako u pfedchozi
rovnice jsou polynomy P a @ konstaty, tedy R(z) = A € R, S(z) = B € R. Cislo
a=0+37=3i=\; (je kofenem charakteristické rovnice). Jeho nasobnost je jedna,
proto k = 1. Partikulérni feseni je tvaru

y, () = 2'e* (A cos 3z + Bsin3z) = x(Acos3x + Bsin 3z).

Konstanty A, B ur¢ime tak, aby y,(x) bylo feSenim zadané NLDR. Spo¢téme druhou
derivaci y,: y7(r) = —6Asin3z 4 65 cos 3z + v(—9A cos 3z — 9B sin 3x). Dosadme
za y" a y do zadané rovnice. Leva strana rovnice bude obsahovat mnoho séitancu.
Z duvodu prehlednosti pisSme vyrazy, které dosazujeme, néasledujicim zptusobem: Na
levé strané rovnice se budou vyskytovat nasobky funkci xcos3z, xsindz, cos3z,
sin 3z. NapisSme funkce xcos3z, xsin3dx, cos3z, sin3x pod sebe a pripisujme do
radku pouze prislusné konstanty, které u funkci stoji, jak postupné do rovnice dosa-

zujeme ¥y a 9y,. Aby byla rovnost y” + 9y, = 6 cos 3z — 18 sin 3z splnéna, musi se
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koeficienty u funkci cos 3z, sin 3z na levé a pravé strané rovnosti sobé rovnat. Vse je
zapsano v nasledujici tabulce.

leva strana 3" 4+9y = 6 cos3x — 18 sin3x prava strana
x cos 3T : —9A+4+9A4 = 0
rsin 3z : —-9B+9B = 0
cos 3z : 68 = 6 : cos 3z
sin 3x : —6A = -—18 : sin 3z
Resenim soustavy z tabulky je dvojice B = 1, A = 3. Partikulrni feSeni zadané

NLDR je y,(x) = (3 cos 3z + sin 3z). Hledané obecné feseni je

y(x) =y, (z) +y,(x) = Cy cos3z + Cy sin 3z + x(3 cos 3z + sin 3x)
= cos3x(Cy + 3z) +sin3x(Cy+2), z€R, C1,C, €R.
Q

3.19. Naleznéme partikularni feseni diferencialni rovnice y” — 6y’ + 9y = (62 — 4)e3?,
které vyhovuje poc¢ateénim podminkdm y(0) =3, v/(0) = 7.

Reseni: Piifazend HLDR 3" — 6y + 9y = 0 je stejnd jako v pifkladé 3.18. a), tedy jeji
obecné Teseni je
y,(r) =Cre* +Cyze®, C,Cy €R.

Pro specialni pravou stranu f(z) = (6x —4)e® je a =3, b =0 a P(z) = 6z — 4. Na
Q(z) pravé strana nezélezi, nebot €3 ((6z —4) cos 0z + Q(z) sin 0z) = €3 (62 —4). Volme
Q(z) = 0. Polynom P je stupné jedna, polynom @ je stupné nizsiho. Tedy R(z) = Az+B,
S(z) =Cxz+ D. Cislo a« =3+ 0i =3 = A\ (je kofenem charakteristické rovnice). Jeho
nasobnost je dvé, proto k = 2. Partikularni feseni je tvaru

y, (1) = 12¢* ((Az + B) cos 0z + (Cx + D)sin0z) = **(Az® + Ba?).

Konstanty A, B uréime pomoci stejného postupu jako v predchozim piikladé. Spoc-
téme prvni a druhou derivaci y,: y () = 3¢ (Az® + Ba?) + *(342* + 2Bz) a
yr(x) = 9e¥(Ax® 4+ Ba?) + 6e* (3Ax? + 2Bz) + **(6Ax + 2B). Dosadme za 3",y a
y do zadané NLDR. Na levé strané rovnice se budou vyskytovat nasobky funkci z®e3?

12e3, xe3®, 3. Sestavme tabulku pro jejich koeficienty, jak do rovnice dosazujeme vyrazy

yr, =6y, a 9y,.

leva strana " — 6y’ + 9y = (6z —4)e*® prava strana
x3e3T 9A—-18A+9A = 0
2?3 : 9B +18A—18B—18A+9B = 0
xe3 . 12B4+6A—-12B = 6 cx e’
e 2B = —4 ;e
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7 poslednich dvou tadku tabulky plyne, ze A = 1, B = —2. Partikularni feseni za-
dané NLDR je y,(z) = e3® (a3 — 22%). Toto feseni ziejmé nesplituje po¢ateéni podminky
y(0) = 3, ¥'(0) = 7, nebot y,(0) = 0. Tedy hledané FeSeni musime vybrat z obecného
feseni zadané NLDR:
y(z) =y, () +y,(x) = C1 &3 + Cyw e + 37 (2% — 227%)
28390(014—021‘—21‘2"—1'3), IL‘ER,Ol,OQGlR.

Spoc¢téme jeho prvni derivaci: y'(z) = 3e3*(Cy + Cox — 222 + 2°) + €37 (Cy — 4z + 32?). Nyni
dosadime pocatecni podminky y(0) =3, 3/(0) =7 do y(x) a y'(x):

—
7:y/(0):301+02 022—2

Partikularni feseni vyhovujici zadanym pocatecnim podminkam je

y(z) =e3(3 —2x — 222 +2%), xeR. Vi

3.20. Naleznéme obecné feSeni diferencialni rovnice 1. fadu 2y’ + y = 58 e?* cos .

Reseni: Charakteristickd rovnice 2\ + 1 = 0 piifazené HLDR 2y 4+ 3 = 0 ma koien

X
— L

y,(x)=Ce *, CeR.

Pro specidlni pravou stranu f(z) = 58e* cosz je a =2, b=1, P(zr) =58 a Q(x) = 0.
Rozmysleme odhad partikuldrniho feseni zadané NLDR. Polynomy P a () jsou konstanty,
tedy R(z) = A€R, S(z) =B €R.Cislo =2+ i# — % (neni kofenem charakteristické
rovnice), proto k = 0. Mame

Y, () = 2%* (Acosz + Bsinz) = e*(Acosz + Bsinz).

Spoctéme jeho prvni derivaci: 3/ (z) = 2e"(Acosz + Bsinz) + e*(—Asinz + Bcos ).

Dosadme vyrazy 2y’ a y, do zadané NLDR. Pro koeficienty u funkci e? cosx, e*sinx
dostaneme nasledujici tabulku.
leva strana 2y +y = bH8e**cosw prava strana
e*cosx: 4A+2B+A = 58 ce?® cosx
e?sinx: 4B —-2A+B = 0 ce?sina
Hledejme uspotadanou dvojici (A, B), ktera fesi soustavu z tabulky:
5A+2B = 58 10A+4B = 116 5A+2B = 58
—_— —
—2A+5B = 0 —10A+25B = 0 29B = 116

Odtud B = 4, 5A+8 = 58 — A = 10. Partikularni feseni zadané NLDR je
y,(z) = e**(10cosx + 4sinz). Hledané obecné feseni je

(V)

y(z) =y, (x) +y,(r) =Ce * +e**(10cosx +4sinz), xR, CeR. Vi
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Poznamka: V MI jsme feseni vSech NLDR 1. fddu hledali pomoci metody separace pro-
ménnych a metody variace konstanty.

¢ 'V nésledujicich prikladech naleznéte obecné feSeni danych linearnich diferencialnich

rovnic.

3.21.

3.22.

e 3.23.

y'—4y + 4y =e"".

y" — 4y = 8z3.

y' —y — 2y = 5sin 2.

y" — 8y’ + 16y = 8e'*.

y" =Ty + 10y = e**(6x + 7).
y' —y =2sinx —4coszx.

y" + 5y’ = 10.

Yy’ +y=2sinx + 4xcos .
vV'+2y +y=ax+1.

y' — 2y + 2y =e"sinx.

y" — 8y + 15y = 32ze”.

y'+vy — 2y =cosr — 3sinzx.

y" + 6y + by = e*(8sinx — 11 cos x).

y' =3y + 2y =3 (2? + 1 — 2).
y" — 4y — by = e**(6x + 3).
Y + 2y = 4x + 8.

Yy — 3y = e 3%,

Yy — 2y = e**sinx.

y" —y" = =3x + 1.

y™® + 8y” + 16y = cos .

y" — 4y" + 5y’ — 2y = 2x + 3.

y" — 3y + 2y = e "(42° + 42 — 10).
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b)
d)
f)
h)
J)
D)

P)

b)
d)
f)
h)

Y’ — 4y + 4y = 3e*.
y" + 3y = 9z.

y" + 4y = cos 2x.

y'+ 4y — by = 1.
y'—y=a*—x+1.
Y + 2y — 3y = 2%
y" +y = 4e”.

Yy’ — 3y + 2y = €.

Y’ + 4y + 4y = 6e .

yll_y/_1:O.

y' '+ 2y =x+ 1.
5y" — 6y’ + By = e**.
y// _ 2y/ _l_ y — l,ea:‘
9y" — 6y’ +y = sin 3.
y" — 3y =10cos .

y —y=a

Yy +y=cosx.

y — 4y = e**(62% + 7).

y/// + y// — Te %,
y(5) 4 y/// — 2 _ 1.
y® — 8y" + 16y = 4e 2",

y® + 2y 4+ y = cos .
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¢ Naleznéte partikularni feseni danych linearnich diferencialnich rovnic, které vyhovuje
zadanym okrajovym, resp. poc¢atecnim podminkam.

3.24. a) 4y +y=4cos?, y(0) = y(m) =0

b) vy’ + 9y = —5sin 2z, y(%) = 73’ y'(%) =2
) v —y =2(1—2), y(0) =1, ¥'(0) =0
d) v/ -2y =e"(a*+2—-3), y(0)=1y'(0)=2.

e) v +y =10, y(0) = y(m) = 0.

£) o' +y=2z—7 y(0) = y(m) = 0.

g) o' = 30z, y(0) =2, y(1)=4
h) v —y=6— a2, y(0) =4, y'(0) =

Modifikace metody odhadu

3.25. Naleznéme obecné feSeni linedrni diferencialni rovnice y” — 3y’ +2y = 3e** + 222,

Reseni: Charakteristickd rovnice A2 — 3\ 42 = 0 pfifazené HLDR 3" — 3y’ +2y = 0 mé
koreny Ay = 1, Ay = 2. Obecné feseni prifazené HLDR je

yH(x) = C(1 e’ + CY2 er’ 01702 cR.

Prava strana zadané NLDR f(z) = 3e?* + 222 je soudet exponencidly a polynomu. Tedy
partikularni feseni zadané NLDR je tvaru

Yp(2) = Yy, (2) + yp,(2)

kde y,,(z) je partikuldrni feseni rovnice y” — 3y’ + 2y = 3e** a y,,(z) je partikuldrni
feseni rovnice y” —3y'+2y = 22%. Refeni y,,, ¥,, umime nalézt metodou odhadu. Pomoci
tabulky ukazme, Ze pravé strany fi(z) = 3e** a fy(x) = 22% jsou specidlni pravé strany:

i filx)|a|b]| Px)| Q)| e*(P(x)cosbr + Q(x)sinbr)
1] 3> |20 3 0 e**(3cos 0z + 0sin 0z) = 3e*®

2| 222 0|0 222 0 | (222 cos 0z + 0sin Ox) = 222

Odtud plyne odhad partikularnich feseni y,,, i =1,2:

ilalb R(z) S(x) a |k Yp: (2)
11210 A B 2| 1| 2'e**(Acos0Ox + Bsin0Ozx) = Aze™

210|0|Cx>+Dx+FE | Fz*+Gx+H | 0| 0| 2%°(Ca?+ Dx + E)cos0 + (Fa?+
+Gz + H)sin0] = Cz* + Dz + E
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Urceme konstanty A,C, D, E z tabulky. Funkce y,, (r) = Aze?*® musi spliiovat rovnost
y" =3y +2y = 3e**. Spoctéme y' .y’ : y (x) = (A+2Azx)e* a y’ (z) = (4A+4Ax)e*.
Dosadme za 3", y' a y do rovnice:

(4A + 4Ax)e* — 3(A + 2Ax)e* + 2Axe®™ = 3e*.
Odtud A = 3. Prvni s¢itanec partikularniho feseni zadané NLDR je
Y, (z) = 3ze™.
Funkce y,,(z) = C2? + Dz + F musi spliiovat rovnost 3" — 3y’ + 2y = 22%. Spoctéme
Y yr iyl (r) =2Cx+ D a y” (x) =2C. Dosadme za y", y' a y do rovnice:
20 — 3(2Cx + D) + 2(C2® + Dz + E) = 22°.

Po uprave
202% + (2D — 6C)x + 2C — 3D + 2FE = 227,

odtud dostavame

2D-6C = 0 = D = 3.
20 —3D +2E = E =1

Druhy sc¢itanec partikularniho feseni je
9 7
Ypo () = 2" + 32 + 3
Tedy partikularni feseni zadané NLDR je

7
Yp (%) = Yp, (€) +yp () = 30e™ + 2% + 30 + 5
a hledané obecné Teseni je

7
y(x):Cle””+0262“+3xe2“+x2+3x+§, reR, C,CyeR. V)

¢ Naleznéte obecné feseni nasledujicich linearnich diferencialnich rovnic.

3.26. a) 4y’ +y =z + be". b) v —y —2y=¢e"+e .
c) v +y =3+ xe. d) v+ 9y = cos3z + 9.
e) 5y" + 5y = 8cosg — 2", f) v"+y=sinx + cos2z.
g) v'+ 3y — 4y =e + ze " h) y"+ 3y + 2y =4z — 9sinz + 3cosz.
i) oy —y =e" +e* + . ) V' -2 +y=sinx+e +e "
k) 2y +y =2z + 5sinz. 1) y+y=a®+T7e "
m) ' — 2y = e* + 13 cos 3. n) 3y —y =3+ 5e*.
0) ¥ +2y =4sin2z + 10 cos x. p) ¥ — 3y =>50xsinz + 6.
40
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3.5 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice a metoda variace
konstant

Obecné feseni NLDR 2. fadu
ap(z)y" +ar(z)y’ + az(z)y = f(x), ao(x) #0 pro vSechna x € I,
je ve tvaru souctu
y(2) =y (2) + yp(2),
kde y, (z) je obecné feSeni pfifazené homogenni rovnice ag(x)y” +a1(x)y’ +as(z)y = 0,
tj.
Yu(2) = Crya(z) + Crya(a);

funkce y1, yo tvori fundamentalni systém reseni pritazené HLDR. Partikularni feseni NLDR
Y, (x) hleddme ve tvaru

Yp(2) = (@) 41 (2) + () ya (),

tedy v vy, (x) jsme konstanty Cj, Cy nahradili funkcemi ¢ (x), co(x). Pro derivace nezna-
mych funkei ) (z), ¢y(z) je tfeba si pamatovat soustavu rovnic:

Cll(x)yl(x)er?(x)yQ(x):Of() neboli yi(x) ya(z) ' () _ 0
A0 4(@) + o)) = ao(Z) | (@) w@)| | C;’; ((”’;))

Matice soustavy je matice z Wronského determinantu fundamentélniho systému feSeni
Y1, Y2. Napfiklad pomoci Cramerova pravidla soustavu vyfesime a integraci nalezeného
feSeni ¢} (), ch(x) obdrzime funkce ¢;(x), co().

Defini¢ni obor y(z), obecného feSeni NLDR, je interval I, na kterém jsou koeficienty
a;(x), i =0,1,2, a prava strana f(x) definované a spojité a ag(x) # 0 pro vSechna x € I.

3.27. Nalezn&me feseni linedrni diferencialni rovnice 2y”+2y = cos™! z, které vyhovuje
okrajovym podminkam y(0) = 1In2, y(T) = ¥2.

Reseni: Reseni, které spliiuje dané podminky, vybirdme z mnoziny vSech feseni (tzv.
obecné Feseni) zadané NLDR. Defini¢nim oborem feSeni je interval, na kterém je prava
strana rovnice f(x) = cos™!z definovand a spojitd, tj. cosz # 0. To nastane pravé na
intervalech I; = ((2k —1)3,(2k + 1)%) , @ € Z. Vzhledem k danym okrajovym podminkam
volime ten, do kterého nalezi prvky 0 a 7, tedy Ip = (=3, 3).
Pfifazend HLDR 2y” 4+ 2y = 0 je rovnice s konstantnimi koeficienty. Jeji charakteristicka
rovnice 2)\? + 2 = 0 m4 dva kofeny \;5 = +i. Tedy fundamentalni systém FeSeni tvori

funkce yy(z) = cosx, ya(x) =sinx a obecné feseni piifazené HLDR je
y,(x) =C; cosx + Cysinx, C1,Cy €R.

Prava strana f(z) = cos™!z neni specidlni pravd strana, nelze pouzit metodu odhadu.
Podle metody variace konstant hledame partikularni feseni ve tvaru

yp () = c1(x) cosx + co(x) sinx.

41
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Pomoci fundamentalniho systému y;(x) = cosz, y2(x) = sinx napiSeme soustavu alge-
braickych rovnic pro ¢ (z), c(x):

[ cosx sin x} cj(x) 0
. ’ = 1
—sinxz cosx /
© (3:) 2coszx

Reseni soustavy nalezneme uzitim Cramerova pravidla. Determinant matice soustavy, o-
zna¢me ho W(z), je Wronskian funkci y;(z) = cosz, yo(z) = sinz. Spoctéme determi-
nanty:

cosz sinz ) .y
W(z) = . =cos®x +sin“z =1,
—ginx cosx
0 sin x Cding cos T 0 ]
Dy(z) = = , Dy(z) = =,
1 COS 2cos x (z) i 1 5
2cosx 2 cos 1
D — si D 1
Pak ¢\ (z) = M/l((;c)) = 2;;2; , Ch(x) = Mf((j)) =5 Integraci ziskdme funkce ci(x), ca(x):
Q] 1 1
ci(z) = 2:(1)15193; dx:§1n|cosx|, CZ(x):/§ dx:g‘

Integracni konstanty nepiSeme, nebot hleddme jedno feseni y,(z), tedy jednu funkci
c1(x) a jednu funkci co(z). Partikularni feSeni zadané NLDR je
Cos T

Yo (x) = c1(x) cosx + ca(x) sina = In|cos x| + g sin x.

Obecné teseni zadané NLDR je

COS T

y(x) = Cycosz+ Cysinx + ln|cosx|—|—§sinx

= (C’l—I—ln |cosx|>cosx—|—<02+g)sinx, rel;,, C,CyeR.

Nyni uréime konstanty C, C, tak, aby feseni spliiovalo okrajové podminky y(0) = 1 In2,

— 1
y(T) = \(Lﬁﬂ. Dosadme je do y(z):

1
- In2 =y(0) =C; +1nl,

4
V2m . 1, V2\ V2 ™ V2
T v = (g ) T (e g) T
1 1
ln—2:—§ln2
Odtud )
Clzzln2,
1 1 V2 V2

Resenim soustavy je O = iln 2, (' = 0. Danym okrajovym podminkam vyhovuje funkce

42
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y(x) = (i In2+1In |Cosx|) cosx + 5 sinx
= cosz In\/v2cosz+ L sine, ze€l=(-%%). @
eﬂ?
3.28. Naleznéme feseni linedrni diferencialni rovnice y” — 2y’ +y = ———, které

Vi — a2’

vyhovuje pocéateénim podminkdm y(0) = 3/(0) = 2.

Reseni: Nejdiive musime nalézt obecné feseni dané rovnice. Defini¢nim oborem feseni je

€T
interval, na kterém je pravé strana rovnice f(r) = ——~— definované a spojita. V nasem
V4 —x?

ptipadé tedy I = (—2,2).
Charakteristickd rovnice A2 — 2\ + 1 = 0 pfifazené HLDR 3" — 2y’ +y = 0 méa koien
A1 = Ay = 1. Tedy fundamentalni systém FeSeni tvoii funkce y;(z) = €%, yo(z) = ze” a
obecné Teseni pritazené HLDR je

y () =Cre*+Coze”, Cp,CyeR.

Partikularni feSeni zadané NLDR hledame ve tvaru

Yo (x) = c1(x) € + co(x) Te” .
Poznamenejme, ze funkce f(x) = \/ﬁ? neni specialni prava strana, metodu odhadu nelze

pouzit. Derivace ¢ (x), c4(z) hledanych funkei fesi soustavu

¢ (x) 0

[ex xe*
" U+2)e] o |7

Od druhé rovnice odec¢teme prvni:

“0l =
1 , —T
—— a )= ———=
V4 —a? 1(2) Va4 —a?
4—2% =t

1
—2xdr = dt :/_dt:\/;f:vzl—x?,
Lat at

2
1 1 1 -
CQ(x) = /ﬁ dr = 5/1_7()2 dx:arcsm§.

Opét pfipomenme, Ze integraéni konstanty nepiSeme, nebot hleddme jedno feseni y,(z),
tedy jednu funkci ¢;(z) a jednu funkci cy(x). Partikularni feseni zadané NLDR je

Yp(x) = c1(x) € + co(r) xe” = " V4 — 22 + xe” arcsin §.

Odtud dy(z) = . Integraci ziskame funkce c¢;(z), co(2):

a(r) = /\/%x? dzr =

—xdz =

M)
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Obecné feseni zadané NLDR je

y(z) =

Cie* +Cozxe® +e" V4 — a2+ ze” arcsin
= ¢ (01 +Cyx + V4 — 22 + x arcsin

%)’ l'e(—2,2)’ 01,02€|R.

Nyni uréime konstanty Ci,Cy tak, aby feSeni spliiovalo podminky y(0) = ¢/(0) = 2.
Spocteme derivaci obecného Teseni.

y’(x):e:v(01+C'2x+v4—x2—|—:parcsin%—i—cg-k\/ﬁ_karcsin%_kg 1 )

Dosadme pocateéni podminky do y(x), y'(x):

-0

2= y(0) =y +2 =0
—
2:y/(0)201+2+02 02:0
Zadané podminky pravé spliluje nalezené partikularni feseni y,(x). Q©

¢ 'V nésledujicich prikladech naleznéte obecné feSeni danych linearnich diferencialnich

rovnic.

3.29.

e 3.30.

2639[:
a) y' =6y + 9y =—73
e2z

c) ¥ — 4y +5y = :
COS T

—3x

" 46y + 9y = .

e) y' + 6y + 9y T

g) ¥ —y =e** cose”.

2z

. (]
)y —dy +dy =

k) v"+2y +y=e"In(z+1).

15 v/ 1

m) 4y" + 8y’ + 4y = DVrE L
el‘

1+2
a) y//_ 23// — ‘;2 fL’.

c) y' +y= —cotg?z.

2—x
e) y//_y/: y er.

44

1
b) Zy” +y+y=eFlnux.

54
d "9y = —.
) v+ cos® 3x
f "4y = )
) vy sin’ z

1
h) 4y”+y=C

T

263:1:
) v -3y +2y=——.
) v =3y +2y T o
1) 4" +10y" + 25y = - :
2+ 2z
" 2/ — o .
n) Yty = g
26%
b) %' —y=—5—.
e’ —1
et — %
d ¢ —y=——.
) v -y prpp—
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¢ Naleznéte partikularni feseni danych linearnich diferencialnich rovnic, které vyhovuje
zadanym okrajovym, resp. poc¢atecnim podminkam.

T

3.31. a) ¥y —2y+y= y(0) =Inv2, y(1) = Te.

1422’
b) v’ — 12y + 36y = v~ eb?, y(1) =€ /(1) = 0.
"
by = ——
©) ¥’ +dy sin 2z’
eSz

3
d) o — 10y + 25y = = ——
) Y y' + 25y W

" _ ™ =1 Ty — V2

e) y +y singxa y(2) ) y(4) 2

f) '+ = ! y(0) =0, y'(0)=0
14e® ’

3.6 Metoda sniZzeni radu

Neumime-li rovnici druhého a vyssiho fadu vyftesit a v rovnici jsou pouze ¢leny obsahujici
y', y”, ..., tj. proménnd y se v rovnici nevyskytuje, muzeme snizit Fad rovnice pomoci
substituce y'(x) = z(z), pak y”(z) = z'(x), .... UkaZme tento postup na nasledujicim
prikladé. V tomto odstavci se predpoklada znalost feSeni diferencidlnich rovnic 1. fadu, viz
skripta [MI].

3.32. Naleznéme feSeni linearni diferencialni rovnice, které vyhovuje okrajovym pod-
minkdm, resp. obecné feseni, nejsou-li podminky zadany.

1
a) y'+—y' =0, y(1)=0 yle)=1 b) zy'—y =da’e™, € (0,00)

Reseni: Rovnice jsou linearni, ale nemaji konstantni koeficienty, proto obecné neumime
najit fundamentélni systém feSeni (pfifazené) HLDR. Rovnice neobsahuji ¢len s y. V tomto
ptipadé muzeme pouzit substituci ¢/'(x) = z(z) a odtud y”(z) = z’(x) a tim snizit Fad
diferencialni rovnice.

a) Defini¢ni obor feseni je interval, na némz je funkce a;(z) = L gefinovans a spojita a

prvky z =1 a z = e do néj nalezi, tedy I = (0, 00). Po substituci ¢'(z) = z(x) méa
1

T

8

rovnice y” 4+ =y’ =0 tvar

, 1
z'4+—2=0.
T

Nyni hleddme obecné teseni diferencidlni rovnice 1. fadu pro neznamou funkci z.
Uzitim metody separace proménnych ziskdme (vypoctéte sami)

1
Z(ZL‘):CH;, Ci €eR,
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tedy
’ 1 1
y(;p):ClE — y(:L‘):/Cl;dJZ:Clln|l‘|+Cz, Cl,CQGIR.

Nesmime zapomenout na integrac¢ni konstantu Cy, protoze hledame vSechna feseni
dané diferencialni rovnice. Dosadme okrajové podminky y(1) =0, y(e) =1 do y(z):

O:y(1)2011n1+02 02:0
1:y(e):C’11ne+C’2 01:1
Danym okrajovym podminkam vyhovuje funkce

y(x) =In|z| =Inz, z € (0,00).

b) Po substituci y/(x) = z(z) mé rovnice zy” —y = 4x3e ", x € (0,00) tvar

— 72 . _ 2
vy —z =423, tj. Y — = z=d4a%e"
x

Obecné feseni této NLDR 1. fddu pro nezndmou funkci z (vypoctéte sami) je
2(r) = Cho—22e™, C) €R, ti. y'(z) = Cyz — 2ze™™.
Odtud

2

y(x) = / (C’lx - 2xe’x2) dr = C4 % +e 4 Cy, C1,CL€R.
Obecné feseni zadané diferencialni rovnice je
y(x) = K1+ Ky x> + ¢, 2 € (0,00).

Konstantu % jsme oznacili K, a konstanta Cy = Kj. V)

¢ 'V nésledujicich prikladech naleznéte obecné feSeni danych linearnich diferencialnich
rovnic.

1
3.33. a) (xlnz)y" —y' =0, z € (1,00). b) y' — =y = xe”.
x
’ "o "o 2y/
c) v —xy' =uzy, xe(0,00). d) y'=——
1 3 T
"l =4 £ n_ 2=
e) y'+—y ) V- oY=y
2z 2
"o /:41 2. h n 2 /:103
g) v i (14 2%) ) v~y T
1 l1+Inz T
. /i - /: ] . ! /:0.
)y +—y - J)y+1+xy
46
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e 3.34. Naleznéme feSeni diferencidlni rovnice

= LW
2zy’

které vyhovuje poc¢atecnim podminkdm y(1) =4, y'(1) = —1.

ResSeni: Nelinearni diferencialni rovnice neobsahuje ¢len s y , proto mizeme pouzit substi-
tuci y'(z) = 2(x), atedy y"(x) = z'(x). Vyuzijme navic poc¢ateéni podminku y'(1) = —1,
tj. z(1) = —1. Dostaneme pocateéni tlohu

1+ 22
"= 1) =—1.
i z(1)

Jeji Teseni (vypoctéte sami pomoci metody separace proménnych) je
2(z)=—V2x -1, z€(3,00).

Odtud
Y(@)=—-V2r -1, z€(} 0).

Integraci ziskdme feseni dané diferencialni rovnice,
1 1
y(:p):—/(2:p—1)2 d:p:—g 2z —1p3+4+C, CeR

Hodnotu integracni konstanty C' uréime z druhé pocateéni podminky y(1) = 4.

1 13
3 3
Reseni zadané pocatecni tlohy je
13 1

¢ Naleznéte partikularni feseni danych diferencidlnich rovnic, které vyhovuje zadanym
pocatecnim podminkam.

3.35. a) y’ + (%2 =0, y(—2) = 41n4, y'(—2) = 1.
b) v + 2y tgx =4, y(0) =0, y'(0) = 4.
c) ¥ =444y + () y(5) =In2, y'(3) =0.
d) ¥ =/1-(¥)? y(m) =3, y'(7) = 1.
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4 Soustavy diferencialnich rovnic

4.1 ResSeni soustav diferenciilnich rovnic

Resenim soustavy dvou diferencialnich rovnic prvniho fadu

ft,z,y),

=
y, - g(t,l’,y) )
rozumime takovou dvojici funkei [z(¢),y(t)] definovanych na intervalu I C R, pro kterou
po dosazeni za z, y, 2’ a y' do rovnic dostaneme rovnosti platné pro vsechna t € I. ReSeni
zadéva parametrické rovnice rovinné kiivky [x(t),y(t)], t € I .
Pokud néktera z pravych stran soustavy zavisi na t, pak se soustava nazyva neautonomni.
V opacném pripadé, nazyvame soustavu autonomni.

U autonomnich rovnic nazyvame mnozinu bodu [x(t), y(t)], t € I, kterd tvofi rovinnou
kiivku, trajektorii feseni. Jednobodovou trajektorii [xg,ys] € R* nazjvame rovnovaz-
nym stavem autonomni soustavy. Nalezneme jej feSenim rovnic

f(x,y):O,
g(z,y)=0.

Ulohu najit feseni soustavy diferencialnich rovnic spolu s poc¢ateénimi podminkami

z(ty) = xo, . , 2
PP: , kde [xg, 0] je zadany bod v R* | ¢y € I,
y(to) = o

nazyvame pocatecni ulohou.

4.1.  Ovéfme, zZe dvojice funkei [z(t),y(t)] = [t, 1] je FeSenim pocéate¢ni tlohy
o=y 0) = 0
; pp. ) 20 ,
y = 4 -2 y(0) = 1
t—1 t—1"

na intervalu I = (—o0, 1). Jedna se o autonomni nebo neautonomni soustavu?

ty T

t—1 t—1
nejen na x a y, ale také na t. Soustava rovnic ma smysl pro vsechna ¢ # 1.

zéavisi

Reseni: Jedné se o neautonomni soustavu, nebot funkce g(¢,z,y) =

Zadané ty = 0 z PP lezi v intervalu [ = (—o00,1) a pocéateéni podminky PP jsou pro
dvojici funkei z(t) =t, y(t) = 1 zfejmé splnény.
Zbyva ovéfit, ze funkce x(t) =t, y(t) =1 spliuji soustavu na intervalu I.
Ovérit prvni rovnici je snadné:
L=2ad({t)=0t)=1,P=y(t)=1 = L=P proVteR.
Ovéteni druhé rovnice:
t-1 t

y'(t)=0, P — 0 = pro t #

49
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Tedy levé a pravé strany jednotlivych rovnic jsou totozné na intervalu [ = (—oo,1).

Q©

¢ Reste nasledujici priklady. Nejdiive urcete, zda se jedné se o autonomni nebo neauto-
nomni soustavu.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Ovétte, ze dvojice funkei [x(t),y(t)] = [3 sint, 2 sint — cost] je v R FeSenim
soustavy:
/

¥ = 2x—3y
y = x—2y+2sint.

Ovéite, Ze dvojice funkel [z(t),y(¢)] = [e*(1+ T7t), 7e*] je v R TeSenim soustavy:
¥ = 2x+y
y = 2y.

Naleznéte vSechna FeSeni této soustavy. (Uvédomte si, ze druhou rovnici lze
snadno vytesit pro y a po dosazeni do prvni rovnice pouzijte pro x metodu
odhadu.)

Ovéite, ze dvojice funkei [x(t), y(t)] = [2(t + €'),2(1 + €")] je FeSenim pocatecni

ulohy:
o=y ow(0) = 2
y/ _ ty _ T PP y(o) _ 4 ,
t—1 t—1"
na intervalu / = (—oo,1).
Naleznéte rovnovazné stavy soustavy
¥ = 2x— 2% 3zy,
v o= y—y—2ay.
Ovétte, ze dvojice funkei [x(t), y(t)] = [rcos(t + ¢), rsin(t + ¢)] je feSenim sou-
stavy
v = Y,
y = =,

pro libovolna cisla r,c € R. Naleznéte rovnovazné stavy soustavy.

V piikladu 4.6. urcete konstanty r a c tak, aby funkce x(t) = rcos(t + ¢),
y(t) = rsin(t + ¢) spliiovaly poc¢ateéni podminky:

) {x(O) i 0 b) {x(o) i 1 o {x(o) i 0
y(0) = 0 y(0) = 0

Omezte se pouze na r,c € R , pro kterd r >0 a c € (0, 7).

20
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4.2 Autonomni linearni soustavy diferencialnich rovnic
Reseni autonomni lineArni soustavy, tj. soustavy s konstantnimi koeficienty,

/

r = anr-+apsy,
H 12 aijER,’i,jzl,Q,
Y = anxr+axny,
hleddme ve tvaru
x(t -
Z(t):[ ()]:e’\th
y(t)

kde A je vlastni ¢islo matice soustavy A = [ o ] a h= [ “ ] ) h 20, je vlastni
Q21 QA22

vektor prislusny k vlasnimu cislu .

Kratce, hledana vektorova funkce Z' bude fesit rovnici 2/ = AZ .

Obecné reseni soustavy s konstantnimi koeficienty je tvaru
Z(t) :Clgl(t)—Fngg(t), 01,02 € [R ,Vte [R,

kde vektorové funkce Zz), z5, definované na R, jsou dvé linedrné nezavisla feSeni soustavy
tvorici fundamentalni systém feseni (FS) soustavy.

V prikladech této sbirky uvedeme pouze dva typy soustav s konstantnimi koeficienty, takové
kdy vlastni ¢isla matice A jsou:

I) dvé redlnd éisla: A\; # Xy = FS je tvofen vektorovymi funkcemi z(t) = ettt El ,
Z(t) = e hy, kde h; jsou pifslusné vlastni vektory k vlastnim ¢islim \;, i =1,2.
ITI) dvé imagindrni (komlexné sdruzend) ¢isla: Ay = a +ib, \g = a—ib, b #0 =

K jednomu imaginarnimu vlastnimu c¢islu, napi k A;, stanovime prislusny vlastni
vektor h; (tento vektor je obecné komplexni, ¢islu Ay odpovidd komlexné sdruzeny

vlastni vektor hy = Iy ). Déale upravime vektorovou funkeci Mt by tak, abychom
dostali jeji redlnou a imaginarni ¢ast, tj.

M By = Re(eM'hy) +iIm(e™ hy).

Potom redlny FS soustavy je tvofen realnymi vektorovymi funkcemi Z(t) = Re(e 't hy),

Z(t) = Im(eMthy) .

4.8. Resme pocateéni tlohu

x x4+ 2y Pp. x(0)
y = —6x+ 5y, y(0) =
Reseni: Matice soustavy diferencialnich rovnic je
-2 2 —2—-A 2
A= ,tedy (A —A\E) =
—6 5 —6 5—A

o1
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Charakteristickd rovnice pro vypocet vlastnich ¢isel matice A je
det(A-AE)=0 < M -31+2=0

a jeji kofeny jsou dvé ruzna realna ¢isla \y =2, Ay = 1.

Nyni vypocteme vlastni vektory k nalezenym vlastnim ¢islum matice A (viz kapitola 2
téchto skript):

Resime homogenni soustavu (A —2E)h; = 0, tj. soustavu

}

Tato soustava mé nekoneéné mnoho feSeni, staci zvolit pouze jedno feseni (napi. zvolme

2u="uv.

4

—4u + 2v = 0
—6u + 3v = 0

- 1
u =1, potom v =2 ). Tedy vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu \; je | hy [ ]

Resime homogenni soustavu (A — E)Eg =0, tj. soustavu

—3u + 2v = 0
—6u + 4v = 0

= Ju=2v,

Soustava musi mit nekoneéné mnoho feseni, tedy (pfi volbé napf. u = 2) dostavame FeSeni

. 2 ]
ho = [ , tj. vlastni vektor pfislusny k vlasnimu ¢islu Ay = 1.

Protoze charakteristickd rovnice ma dva ruzné realné koreny, tvori vektorové funkce

2 3
Obecné feseni soustavy ma tvar

;

coz lze také zapsat po slozkach

— 2 1 — t 2 v v , , . . , .
Zi(t)=e , Za(t) =e F'S feSeni dané soustavy diferencidlnich rovnic.

= Cl th + 02 et

2
3:| ,teR, Cq, CyeR,

z(t) = Cre* +2Cye" |
y(t) :20162t+3026t.

Zbyva vypocitat partikularni feseni vyhovujici danym pocatecnim podminkam. Po dosazeni
x ay do PP dostavame rovnice pro C; a Cj :

01+202 = 0

= 01:2,02:—1.
201+302 =

02
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Hledané partikularni feseni pocatecni tlohy tedy je

x(t) = 2e* —2¢",
y(t) = 4e* —3e' .

4.9. Re$me soustavu
¥ = —2x+6y,

y = —3r+4y.

Reseni: Matice soustavy je

—2 6
A:{_g 4]a(A—Am:

—2-=A 6
-3 4-X|
Charakteristicka rovnice je det(A —AE)=0 < X —-2\+10=0.

Kofeny charakteristické rovnice, tj. vlastni ¢isla matice A, jsou dvé komlexné sdruzena
Cisla \y =14+3¢, Ao =1-31.

Nyni stac¢i najit vlastni vektor pouze k jednomu vlastnimu ¢islu, napt. k (A =1+ 37 |.

Prislusnd homogenni soustava pro h; ma tvar, ktery dale upravime

(—3—3i)u + 6v = 0 }<¢ {(1+i)u - 20

-3u + (3—=3i)v = 0 —lu + (1—1d)v

(I
o o
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(Jde skuteéné o soustavu LAR se singularni matici!)
2

1+

pifslusné komplexni feseni je eM! h; . Hledejme redlnou a imaginarni ¢ast tohoto FeSeni:

Prvni rovnice dava (1 + i)u = 2v, tedy (pfi volbé u = 2) dostavame hy =

‘ 2 ‘ 2 2
e1+30)1 = el e'3! = e (cos 3t + i sin 3t) =
141 1+ 1+
. 2 cos 3t +12sin 3t . 2 cos 3t ny 2 sin 3t
= e =€ 1 .
cos 3t — sin 3t 4 i(cos 3t + sin 3t) cos 3t — sin 3t cos 3t + sin 3t

Fundamentalni systém feseni soustavy tvori realna a imaginarni ¢ast tohoto Teseni, tj.
2 cos 3t 2 sin 3t
FS: el , e .
cos 3t — sin 3t cos 3t + sin 3t
Tedy

1) = Oy o 2 cos 3t

2 sin 3t
—|—02€t|: S ], Cy,CeR,

cos 3t — sin 3t cos 3t + sin 3t

33



neboli

z(t) = 2Cie cos3t+2Cye'sin3t,

_ . , Ci,Cy eR.
y(t) = Cie'(cos3t — sin3t) + Cye’ (cos 3t + sin 3t)
je obecné feseni dané soustavy.
¢ Najdéte obecné feseni danych soustav diferencialnich rovnic.
I = + 2 , = 3 - 13 )
4.10. a) ! Y by v Y
y = 3z + 2y. Yy = br + y.
/ — 2 _ / — 2
o) x x Y, d) x x
y = =2z + y. Yy = 4dr — y.
/ — 3 _ 2 , / — ,
¢) x x Y ) x Y
y = - . y = 4
"= 3z — 3y, "= bxr + ,
) x x Y h) x x Y
ro_ _ ro_
y = Y. y = —z + Hy.
¢ Naleznéte feseni nasledujicich pocatec¢nich tloh.
411. a) S pp.) 0
y = —100 — 4y y(0) = —2
"= =5 0) =1
by " vy pp. | *0 .
y = 4 — 2 y(0) = 2
"= 3z — 0) = 2
) " v v pp. 0
y = 1bx + by y(0) = —10
= -3 2 0 =1
d) v pp:{ 70
y = —br + 3y y(0) = 2
54
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4.12.

4.13.

ResSeni:

Vzhledem k nésledujicim podminkam feste soustavu

r = -y,
y/ - x,
PP :
0) =0 0) =1 0) =0
a){xu b){xu C){xu
y(0) = 0 y(0) = 0 y(0) = 1
Reseni porovnejte s vysledky z piikladi 4.6. a 4.7.
Aniz bychom pocitali feSeni pocatec¢ni tlohy
=8 2 0) = 3
! v pp:{ 70 ,
y = br + by y(0) = —11

napiSme parametrickou rovnici te¢ny k trajektorii feseni v bodé [3, —11].

Predpokladejme, Ze [z(t),y(t)], t € R je trajektorie ndm nezndmého FeSeni

soustavy diferencialnich rovnic. Parametricka rovnice tecny je tvaru q : X = A+sq, s € R,

kde X =

[x1,22] € q, A€ q a ¢ je smérovy vektor tecny. Ziskdme ji nasledovné:

Za bod A zvolime dotykovy bod te¢ny s trajektorii feseni soustavy, tj.

A =3, -11] = [x(0), y(0)] .

Ma-li byt ¢ tecna k trajektorii feseni, je vektor ¢ dan te¢nym vektorem trajektorie v do-
tykovém bodé A :

7= (2/(0),5/(0)) = (82(0)+2y(0), 52(0)+5y(0)) = (8:3+2-(—11), 5-3+5-(~11)) = (2, —40).

Hledané parametrické rovnice tecny tedy jsou:

T = 3 + 2
q : ! ° , kde s e R.
Ty = —11 — 40s

& Reste dalsi priklady.

4.14.
4.15.

Naleznéte TeSeni pocatecni ulohy z prikladu 4.13.
Aniz byste pocitali feseni pocatecni tlohy

)

' =5 4 0) = —2
x r + y) pp- (0)
y = 5z — 3y y(0) = 5

napiSte parametrickou rovnici teény k trajektorii feSeni v bodé [—2, 5]. Naleznéte
feseni pocatecni tlohy. Urcete rovinnou krivku, ktera je trajektorii reseni.

35
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4.3 Eulerova metoda pro soustavy diferencialnich rovnic

Obecnou soustavu diferencidlnich rovnic vétsinou neumime analyticky vytesit. V pfipadé
zadani pocatecni tlohy

= f(t,z,y),
Yy =g(t,xy),

muzeme pomoci numerické metody ziskat alespon priblizné hodnoty feseni x;,1; v konec-
ném poctu tzv. uzlovych bodi a =ty < t; < ... <ty =b intervalu (a,b).

Nejjednodussi metodou numerického feseni pocatecni tlohy je Eulerova metoda pro
soustavy. Tato metoda je zobecnénim Eulerovy metody pro jednu diferencialni rovnici.
Pro soustavu ma jeden krok Eulerovy metody tvar

tin = to+ (i+1)h,
Tiy1 wi + hf(ts, 26, u:),
Yis1 = Yi+hg(ts,xi,y),

kde h =

4.16. Najdéme pfibliznou hodnotu partikularniho feseni dané soustavy diferencialnich
rovnic na intervalu (0; 0, 5) vyhovujictho po¢atecnim podminkdm v bodé to =0

¥ = 3y2($—1)7
y = 32%—2ty,

a » :
znaci krok metody, i =

Eulerovou metodou s predepsanym krokem h =0,1 .

Reseni: Eulerova metoda mé pro zadanou soustavu konkrétni tvar

th'Jrl == t() -+ (’L —+ 1)h,
Tiy1 = i +hByi(z — 1)),
Yir1 = Yi+h(3ai—2ty),

kde t():o, 33'0:2, y():—l, hIO,l,
V prvnim kroce metody dostavame

h f(to,z0,90) = h(3yi(zg—1))=0,3 =

hg(toax(hy()) = h(3$(2) — 2t0y0) = 1,2

t1:0,1:

N=%B_5;i=0,1,...

21 =240,3=23,

Celkovy vypocet je usporfadan do tabulky:

26

= 4y =-1+1,2=0,2.
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Lt | Yi hf(ti, e, yi) | hogti, @i, yi)
olo |2 1 0,3 12
10,1123 0,2 0,0156 1,583
210,21 2,3156 1,783 1,254723 1,5637281
310,31 3,570323 3,320281 | 8,500777 3,624945
410,41 12,071100 | 6,945226 | 160,208201 | 43,157816
5105 172,279301 | 50,103042

Je-li dvojice [z(t),y(t)] TeSenim zadané pocatecéni tlohy, je z(t;) = x;, y(t;) = y;, kde
i=1.2,....5. v

Eulerovy metody pro soustavy lze pouzit i pro feseni pocatecni tlohy pro diferencialni
rovnici druhého fadu. Toto ukazeme v nasledujicim piikladeé.
4.17. Naintervalu (0, 1) najdéme piiblizné hodnoty partikuldrniho feSeni dané diferen-
cidlni rovnice druhého radu, ktera vyhovuje pocatecnim podminkam
z(0) = 1
2Z0) = 1

2 = (1—2*)2 —=x, PP :

Zvolme N = 4 a v délicich bodech t; intervalu (0,1) spocitejme Eulerovou
metodou ptiblizné hodnoty feSeni x(¢;), i =1,...,4.

Reseni: Nejdiive ukazeme souvislost mezi diferencialni rovnici 2. ¥adu a soustavou dife-
rencialnich rovnic 1. fadu. Diferencialni rovnici

¥ = f(t,x,2’)

lze substituci y = 2’ vidy prepsat na ekvivalentni soustavu diferencidlnich rovnic

r
x_ya

y = ftzy).
Ptihlédneme-li také k zadanym pocatecnim podminkam, dostavame ekvivalentni pocatecni
ulohu pro soustavu diferencialnich rovnic.
¥ o=y z(0) = 1
PP: ©
y(0) = 2'(0) =1
Jestlize bude dvojice funkei [z(t),y(t)] FeSenim pocatecéni tlohy pro tuto soustavu odvoze-
nych diferencidlnich rovnic, pak funkce z(¢) bude Fesit puvodné zadanou pocateéni tlohu

pro rovnici 2. fadu. Odvozenou autonomni soustavu fesime piiblizné Eulerovou metodou,
tj.

/

y = (1—$2)y—l’,

(i + 1)h,
Tit1 = X+ hy;

liy1 =

Yirr = yi+h((1—a?)y; — ),

a7
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kde to=0,20=1,y=1, N=4, h=+=0,25,i=0,1,...

Vypocet je zaznamenan do tabulky:

3.

vt x; Yi hof(ti, @i, ys) | hog(ts, zi, yi)

00 1 1 0,25 -0,25

110,25 1,25 0,75 0,1875 -0,417969

2105 |1,4375 0,332031 | 0,083008 -0,447895

310,75 | 1,520508 | -0,115864 | -0,028966 -0,342125

411 1,491542 | -0,457989
Treti sloupec tabulky jsou hledané pfiblizné hodnoty x(t;) = z; partikularniho FeSeni
zadané diferencialni rovnice 2. fadu. @

& V prikladech modelu ”dravec - kotist” najdéte pribliznou hodnotu partikularniho feseni
v bodé t =T dané pocatecni ilohy pro soustavu diferencialnich rovnic Eulerovou metodou
s predepsanym krokem #h .

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

h=0,5T=0,5.

¥ = —0,032+0,00lzy, z(0) = 20
PP
yY = 0,06y—0,00lzy, y(0) = 50
h=01,T=0,2.
¥ = 2x—uxy, z(0) = 1
y pp. ) 0
y/ = —y—|—078l'y, y(o) = 075

V prikladu modelu kyvadla najdéte pribliznou hodnotu feseni v ¢ase ¢t = 0,4
dané pocatecni ulohy:

I sin x(t),

= L ' 7(0) =

Reste Eulerovou metodou s predepsanym poétem N + 1 = 3 uzlovych bodi na
intervalu < 0;0,4 > . Predpokladejte: % =1.

Na intervalu (0,1) najdéte ptiblizné hodnoty feSeni dané diferencidlni rovnice
druhého 1adu, které vyhovuje pocatecnim podminkam

z(0) = 1
Z0) = 0

2+t +x =0 PP:

Reste Eulerovou metodou s predepsanym krokem h =

Z .
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5 Funkce vice proménnych, jejich spojitost a limita

5.1 Neékteré vlastnosti bodovych mnozZin v R"

V tomto odstavci budeme vysetiovat tyto vlastnosti bodovych mnozin v R": oteviend mno-
Zina, uzaviend mnozina, souvisla mnozina, jednoduse souvisla mnozina, omezena mnozina,
konvexni mnozina a hranice mnoziny. Definice téchto pojmu najde ¢tendf v [MII], kapi-
tola 5, odstavec 5.1.

5.1. Dokazme, ze mnozina M = (—1,1) x (—1,1) je oteviena.
y
Reseni: Musime dokézat, Ze libovolny bod 4
(x,y) € M je vnitini bod, tj. existuje okoli e 1_ I |
Oc(z,y) lezici uvnitf mnoziny M. Oznacme | ?d4 :
postupné dy, ds, d3, dy vzdalenosti libovol- 54___d_1_____+ . .
ného bodu mnoziny M od stran daného ob- : » (%) i
délnika (viz obr. 5.1), tj. : : - X
di=2+1>0,dy=1—2>0, _1: | :1
ds=y+1>0,dy=1—y>0 i M 'd3 :
a symbolem d = min{dy, ds, ds, ds}. Volime- ! i :
li polomér okoli € tak, aby 0 < ¢ < d, plati T T !
Oc(z,y) C M.
Obr. 5.1
@
5.2. Dokazme, ze mnozina M = {(x,y) € R? |z| + |y| < 1} je uzaviena a konvexni.
y
Reseni: Hranice mnoziny 4
1
H(M) = {(z,y) € R% 2] +]y| =1}
X1,Y1)
lezi v mnoziné M, mnozina je tedy uzaviena. /
Kazdé dva body z mnoziny M muzeme spojit M Y -
tseckou, kterd lezi v mnoziné M (viz obr. -1 / 1
5.2). Mnozina M je tedy konvexni. (X,
-1
Obr. 5.2
@
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&V nasledujicich piikladech zjistéte, zda dand podmnozina R? je oteviens nebo uzaviena
nebo ani oteviena ani uzaviena. Mnozinu nakreslete.

5.3. a) My ={(x,y); 1 <a2?+y? <4}

c) M= {(z,y); v <y<ux+3}

e) Ms={(z,y); y—1<a<y+1}
g) M7 ={(z,y); |z| <lyl}.

i) My={(z,y); * <y <a®>+1}.

b)
d)
f)
h)

¢ 'V nésledujicich piikladech zjistéte, zda dand podmnozina R? je konvexni. MnoZinu

nakreslete.

a) My = {(z,y); |z| > |y|}.

c) Mz={(z,y); 2’ +y* < 1}.
e) M;={(z,y); [z| >1}.

5.4.

5.5. Dokazme, 7e mnoZina M = {(z,y) € R?

Reseni: Musime dokézat, Ze vnitiek mnoZiny je
souvisly a mnozina obsahuje svoji hranici.
Vnitfek mnoziny

M°={(z,y) eER* 2 +y* <1 A 2 +y* > 7=

100
je  souvisla kazdé dva  body

(x1,71), (x2,2) € M° mohu spojit lomenou
¢arou, kterd lezi v M° (viz obr. 5.3).
Hranice mnoziny

H(M) = {(z,y) € R% a+y* =1V 2a®+y = 15}

lezi celd v mnoziné M (viz obr. 5.3). MnoZina M

mnozina,

je tedy uzaviena oblast.

b)
d)
f)

L
100

My = {(z,y); |z +y| < 1}.
My = {(z,y); + <a*+y*> <1}
Mg = {(z,y); 0 < |z| <1}

< 2?2 + y* < 1} je uzaviena oblast.

y
A

1

\7)(1 Y
=

\i
x

L/

2-YZ) M

Obr. 5.3
Q

¢V nasledujicich piikladech zjistéte, zda dand podmnoZina R? je uzaviend oblast. Mno-

zinu nakreslete.

a) My ={(z,y); |z| > |y|}-

c) Ms={(z,y); 2> +y*>1}.
e) Ms={(z,y); |yl >1}.

5.6.

60

f)

b) M, = {(z,y); |z —y| < 1}.
d) My={(z,y); 0<2’+y* <1}

Ms = {(x,y); 0 <yl <1}
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5.7. Dokazme, Ze mnozina M = {(z,y) € R? %2 +y? < 2} je omezena.

- y
Reseni: Nerovnici upravime: i

2 2 27

x </

Tl < 2

4 2
Mnozina M je tedy mnozina vSech bodu le-
zicich uvnitf a na elipse s hlavni poloosou ‘ s - x

a = 2 a vedlej$i poloosou b = /2 (viz obr. -2 M 12
5.4). Mnozina M je omezend, protoze

VX = (z,y) € M; p(X,0) = /a2 +y2 < 2. —Vg

Vsechny body mnoziny M lezi v kruhu o po-
loméru 2.

Obr. 5.4 @

&V nésledujicich ptikladech zjistéte, zda dand podmnozina R? je omezena. MnoZinu
nakreslete.

5.8. a) M, ={(z,y); y> 2%} b) My ={(z,y); ly— x| <2 A |z]| < 2}.
0<a’+y* <1} d) My={(z,y); [yl <1}
st y? >4 v 222 4+ 5y2 < 1}

sty <4 A 222+ 5y2 > 1}

5.2 Defini¢ni obor funkce vice proménnych

5.9.  Urceme pfirozeny definiéni obor funkce f(z,y) = 'y + 22+ /22 — y. VySetieme
vlastnosti této mnoziny (oteviend, uzaviend, omezend, konvexni, souvisla, hranice
mnoziny).

Reseni: Defini¢ni obor ur¢ime z podminky

y+22>0 A 2> —y>0.

y>—z* Ay <a?

D(f) ={(z,y) e R —a* <y <2’}

D(f) je mnozina uzaviend a souvisld (neni
omezena, neni konvexni) viz obr. 5.5 . Nyni
uréime hranici D(f):

H(D(f)) = {(z.y) € R*; y = +a”}.
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¢V nasledujicich prikladech urcete defini¢ni obor dané funkce. Zjistéte o jakou mnozinu
se jedna (oteviend, uzaviena, omezend, konvexni, souvisla). Mnozinu nakreslete a urcete
jeji hranici.

5.10. a) f(z,y) =/(y —2)* -4 b) f(r.y) = In(xy).
) f(z,y) =1In(z® +y° - 4). d) f(z,y) = e;;;y

o) floy) =VI—Z 4 VF L §) flay) = Y

g) f(z,y) = arcsin (%) . h) f(zy) = In(l —2*—y )

i) f(z,y) =In(a? +y> —4) + In((y — z)* — 4).
j) flzy)=vVz+n(l—2®—y?).

1
5

. : 1 _ 1 _
5.11. Urceme zp-vrstevnice funkce f(z,y) = 77,71 Pro 20 =5 a 20 =

ReSeni: Nejdiive uréime defini¢ni obor.
D(f) = R,

zo-vrstevnice je mnozina vSech bodu
(x,y) € D(f), pro kterou plati f(z,y) = 2.
Pro 2y = % je zog-vrstevnice mmnozina bodu
(z,y) € R?, pro kterou plati:

1 1

ST mapl T Sty rl=2 s

= x2+y2:1.

zg-vrstevnice je tedy kruznice o polomeéru 1.
Pro zy = % dostavame:

Obr. 5.6
oL = *+y*+l1=5 = 2’ +y’ =4
5 22+yi+1 '
zo-vrstevnice je tedy kruznice o poloméru 2. Obé vrstevnice jsou zakresleny na obrazku
5.6. @

¢ 'V nésledujicich prikladech uréete zo-vrstevnice funkce f pro dand z;. Vrstevnice na-
kreslete.

5.12. a) f(xay) =r—y, 20=-10; L. b) f(xay) = nya zo = —1;0; L.
C) f(xay) =z’ +4y27 20 =—1; 1; 4. d) f(xay) = _x%a 20 =—1;0; 1.
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5.3 Zobrazeni z R” do R¥

5.13. Urceme defini¢ni obor zobrazeni f(x,y) = (v/1 — a2 — y?, arcsin 2x). Zjistéme
o jakou mnozinu se jedné (oteviend, uzaviend, omezend, konvexni, souvisld).
Uréeme hranici D(f). Narysujme obrazek.

Reseni: Nejprve uréime defini¢ni obory jednotlivich soufadnicovych funkei:
filz,y) = V1 =22 — 4%  fo(x,y) = arcsin 2z.
D(fl) = {(:E,y) € IR2; :L‘Z +92 S 1}7 D(fQ) - {(xvy) S IR27 _% S z S %}
Plati D(f) = D(f1) N D(f2), tj.
D(f) ={(z,y) €R* (@® +y* < DA (-3 Sz <))
D(f) je uzaviend, omezend, konvexni, souvisld mnozina (viz obr. 5.7).
Nyni uréime hranici D(f):
HD(f) = {(z,y) €R (&®+y” = 1Az € (=5, 3) vV (+1,9), y € (—F,E)N}

y
A

w

1
N

~—__ _—
-1

Obr. 5.7
Q

& 'V nasledujicich piikladech urcete definiéni obor daného zobrazeni. Zjistéte o jakou
mnozinu se jedné (oteviend, uzaviend, omezend, konvexni, souvisld). Urcete hranici D(f).
Nacrtnéte obrazek.

5.14. a) f(z,y) =(n}, Vo +y). b) f(z,y) = (In(zy), arccos(y + x)).

o fey= (1L L) ) e = (55 )

5.4 Limita funkce vice proménnych

1—/ 1
5.15. Vypoctéme lim THY+ .
(z,y)—(0,0) T4y
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Reseni: Pfi v§poctu limity pouZijeme metody a véty analogické tém, které zname z teorie
funkei jedné proménné. Zde napiiklad rozsifime funkci vyrazem 1+ /z +y + 1.
L1 VERRET L 1= JEFGFT (L4 VETGED)
(2,5)—(0,0) T4y (@)~ (0,0) Tty 1+ Vo +y+1)
lim Yy
@y)—00) (z+y)(1+x +y+1)
1

lim =——.
(zy)—0,0) 1 ++/z+y+1 2

¢ 'V nasledujicich prikladech vypoctéte uvedené limity.

2 .2 1 Y oy
5.16. a) lim — b) lim — VY
(z,y)—>(0,0) xr — y (z,y)—>(1,1) 1 - l'y
c) lim sin(z +y) d) im g 22y
@y)—00) T4y (@y)—(00) xY
2?(r +y)

5.17. Vypoctéme lim .
P (z.9)=(0.0) 2% +y?
ResSeni: Pfi vpoctu limit tohoto typu nékdy poméha prechod k polarnim soufadnicim,
kde pdl volime v bodé, v némz pocitame limitu. Dosadme proto x = rcos ¢, y = rsin .
Bod (0,0) je jediny bod v R?, pro né&jZ je r = 0. VySetiujeme tedy limitu

. 1% cos? p(cos p + sin p) . 13 cos? p(cos p + sin p)
lim —3 = lim 5 =
r—0  12(cos? p + sin” @) r—0 r
= }E%T cos® p(cos p +sing) =0, Vo € (0,27).
2
Plati tedy  lim ~ Y

(z,9)—(0,0) 22+ y?

2
5.18. Vypoditejme lim (:”;riyé
(29)—(00) T2+ y

Reseni: Opét pouzijeme polarni soufadnice. Dosadme za x = rcosp a y = rsing a

vysSetiujeme limitu

i r?(cos ¢ + si'n <2p)2 . 72(cos ¢ + sin p)? _
r—0 12(cos? ¢ + sin® p) r—0 72

= lir%(cos @ +sinp)? = lir%(l +2cosp sinp) =

= lim(1 + sin 2yp).

r—0

2
T o o . . ri(r +
Tato limita je pro rizné ¢ ruzna. Proto limita  lim M

L ey neexistuje.
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6 Derivace funkci vice proménnych
V této kapitole se predpoklada znalost parcidlnich derivaci prvniho a vyssiho fadu funkci

dvou proménnych a gradientu funkci dvou proménnych. Teorie tykajici se derivovani funkci
vice proménnych je ve skriptech [MII], kapitola 6.

6.1 Gradient funkce vice proménnych

Gradient funkce f(z1,2,...,7,) v bodé Xy = (29,29,...,2%) € D(f) je vektor o n sou-
fadnicich of of of
df(Xo) = =—(Xo), =—(Xo), ..., =—(X
erad J060) = (52X, 32060, 7 x0)).
pokud 3 (Xo), 4 = 1,...,n parcidlni derivace funkce f podle proménné z; v bodé
X

Xo existuji. Pocitaji se analogicky jako pro funkci dvou proménnych. Pti geometrickém
znazornéni je vektor grad f(Xp) umistén do bodu Xy, tj. bod Xy je pocateéni bodem
vektoru.

6.1.  Urceme gradient funkce f(x,vy,2) = 2xy? +sinz v obecném bodé X = (z,y, 2)
a konkrétnim bodé A = (—1,1,0).

Reseni: Nejprve vypocteme parcialni derivace 1. fadu funkce f:

of _o2 9 _ of _
ax(xayaz) _2y ) ay(xayaz) —41'3/, az(xayaz) =Cosz.

Gradient funkce f v bodé X je vektor grad f(X) = (2y?, 4zy, cos z), jehoZ soutadnice
zévisi na soufadnicich bodu X. Pro bod A =(—1,1,0) je grad f(A) = (2, —4, 1). V)

& Vypoctéte gradient nasledujicich funkei f v bodé A.

y2

6'2' a) f(.%',y,Z) = l’+227

b) f(z,y,z) =8/z?2 +In(yz), A=(-4,1,1).

¢) fla,y,2) = z-arcsin(3z +y), A=(},-1,2).

A=(3,2,-1).

y+ 3
d = A=(-1,-21).
) f(xayaz) 122 ’ ( ) ) )
xXr
e) f(9517332,9€3,9€4) = T172 +9U§ - x_l’ A= (1727%7_1)‘
4

£) f(x1, 22, 23,24, 75) = 2324 — 20 236™, A=(1,-1,1,—1,0).

6.2 Derivace ve sméru

Parcidlni derivace funkce f(x1,s,...,z,) podle proménné x; udava rychlost zmény funk-

¢nich hodnot ve sméru vektoru (0,...,1,...,0) — jednicka je na i-tém misté. Derivace

funkce f(z1,22,...,2,) v bodé Xy € D(f) ve sméru vektoru @ je definovana vztahem
f(Xo +ta) — f(Xo)

Df(XO’a):%E% ; )
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kde vektor @ je jednotkovy, tj. ||d@|| = 1. Udava rychlost zmény funkénich hodnot ve sméru
vektoru a. Pro vypocet derivace D f(Xy,a), kde funkce f je tfidy C'(G), G je oteviend
mnozina a Xy € G, muzeme pouzit vztah

D f(Xo, @) = grad f(Xo) - @

6.3.  Urceme z definice derivaci funkce f(x,y)= %/2%(y+ 1) v bodé¢ A = (0,—1) ve

sméru jednotkového vektoru @ piislusného k vektoru o= (21/2,1).

Reseni: Protoze ||7]| = ||[2v2,1)]] = V9 = 3,je @ = +¥ = (Q\Tﬁ,g) Pfi vypoctu

smérové derivace D f(A,d) uvazujeme pouze funkéni hodnoty f(z,y) pro body (z,vy)
lezici na pirimce, kterd prochazi bodem A a ma smérovy vektor d. Parametrizaci této
primky

A+ta=(0,-1)+t (12 1) = (B2, -1+,

tj. © = Qﬂt, Yy = —1+§ dosadme do f:

3
2y ¢ L85 2

Derivace funkce f v bodé A ve sméru jednotkového vektoru a je

24—-3/0- (=141

t—0 t t—0 3

[GLRI V)

Presvédcte se, ze v bodé A gradient funkce f neexistuje. V tomto piipadé nelze pouzit
vztah D f(Xy,d) = grad f(Xo) - @. V)

¢ Podobné vypoctéte pomoci definice derivaci funkce f v bodé A ve sméru jednotkového
vektoru a prislusného k vektoru v.

6.4. a) f(z,y)={/(z—1)*+3y5, A=(10), 7= (3,-2).
b) f(z,y) =z (y—2)* A=(0,2), 7= (1,1).
c) flz,y)=In(3*+y?), A=(0,0), 7= (-2,1).
d) f(z,y) = y; A= (-1,1), 7= (-1,-3).

r+y+=z
2
£) flx,y,2) =xze¥*, A= (2,0, 1?7), U= (6,-3,2).

e) f(x,y,z) = 2arcsin , A= (5,-1,-3), v=(2,-3,1).

6.5.  Urceme derivaci funkce f(z,y,2) = va?+y>+ 22 v bodé A = (1,-2,2) ve
sméru jednotkového vektoru @ piislusného k vektoru @ = (v/2,1,1).

Reseni: Miizeme postupovat stejné jako v predchozich piikladech anebo pouzit grad f(A).
Parcialni derivace 1. fddu funkce f v bodé X = (z,y,2) jsou:

Fyyo* Wy v Wy 2
o T VT2 Oy VErgr2 0 VErpt e
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Tedy

B T Y z B 1
gra,df(X)— <\/$2+y2+22’ \/l’2+y2+22’ \/$2+y2+22> — \/m(xayaz)

N2
grad f(1,-2,2) = % (1,-2,2).

Protoze ||7]] = ||(v2,1,1)|| = 2, je @ = 1(v/2,1,1). Nyni dosadime do formule a vypoé-
teme derivaci funkce f v bodé A ve sméru jednotkového vektoru a.
V2

Df(A,EL’):gradf(A)-c?:%(1,—2,2)-%(\/5,1,1):é(\/_—2+2)=? Vi

{  Pro nésledujici funkce vypoctéte Df(A,ad), kde a@ je jednotkovy vektor piislusny
k vektoru 7.

6.6. a) f(x,y)=sin(z?%y), A= (2,0), v=(-3,4).
b) f(z,y) =23 +y>—3xy, A= (1,1), 7= (5,3).
c) flw,y,2) =4z +y*+2z A=(0,0,0), 7= (1,1,2).
d) f(x,y,z) =arccotg (v +y+22), A=(1,2,-1), ¥=(2,-1,2).
e) f(x1,xe,x3,74) = briw3 — 220 — 25, A= (1,2,1,-1), 0= (4,-3,-1,2).
£) f(x1, 29, 23,24) =In(1 4+ 21 — x324), A= (-1,5,-1,1), 7= (2,2,-3,-6).

6.3 Derivovani slozenych funkci

Slozenim funkce ¢ : R — R se zobrazenim h : R” — R™ vznikne slozena funkce n

proménnych. Piseme f = g o h. P1i skladani za proménné a;, i = 1,...,m vnéjsi funkce
g dosazujeme soufadnicové funkce h;, i = 1,...,m zobrazeni h, tj.
f(«rlny, o >xn) = g(hl(x17'r27 L al‘n)a hg(l‘l,ﬂ?g, L al‘n)a ey hm(xh'rQa o ,l'n)) .

Predpokladejme, ze H(h) C D(g), tedy D(f) neni prazdnd mnozZina.

6.7.  NapiSme funkcni predpis funkce f = go h. Vznikne slozenim funkce tii promeén-
nych g(a,b,c) = a® + 3bc se zobrazenim h(z,y) = (\/zy, =, T + ).

ReSeni: SloZenim funkce g : R® — R se zobrazenim h : R? — R3 vznikne ndsledujici
funkce dvou proménnych

f(z,y) = g(h(z,y)) = 9(Vay, =, z +y) = (ay)* + 3z(z +y) = 4oy + 32°.

Zrejmé D(g) = R* a D(h) = {(z,y) € R?* zy > 0}. ProtoZe je vnéjsi funkce definovana
na R? je D(f) = D(h). Tedy pozor D(f) # R>. @
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¢ Vytvoite formalné predpisy slozenych funkci f = g o h.

Inb
6.8. a) g\a, b) a R h([L‘,y) = (4a yem)

(

b) g(a) =a" +5, h(x,y,2)= Jryz — 5.
(
(

c) g(a,b,c) =c-v9a+ b, h(z)= (22 4z, tgx).
d) g(a,b) =b* +arcsina, h(z,y,z) = (sin(zx +/2), cosy), —3 <z+z2<2
Parcialni derivaci slozené funkce f = goh podle x;, t =1, ... ,n vypocteme ze vztahu
af 0 dg 0Ohy 0g Ohy ag  Oh, .
= = . + =1 N

— oh)= -2 —2. U ,
&xi (%Z (g ) 6&1 (%Z 8a2 afL’Z E)am afL’Z
Jsou to opét funkce n proménnych xq, s, ..., z,.

6.9.  Urceme parcialni derivace 1. faddu funkce f(z,y) = Tz + g(zy?, 3lny), jestlize
nezname konkrétné piedpis pro funkci g, ale vime, Ze je t¥idy C'(R?).

ResSeni: Parcialni derivace po¢itame pomoci pravidla pro derivaci sou¢tu funkei, pii ¢emz
druhy sc¢itanec je funkce slozena. Vnéjsi funkce g dvou proménnych, ozna¢me je a,b, je
slozend se zobrazenim h(z,y) = (zy?, 31Iny). Tedy f(x,y) = Tz + g(h(z,y)).

a b
T e U VPR DR VO]
_ 7.9 99 R 2
= 7+aa(a b) -y +8b(a b) - O—7+aa(xy,3lny) Yy
a
of B 0. ~P =, Iy 0 3 0 B
_ @ 2 9, §
= aa(xy,Slny) 2xy + ab(acy , 3lny) y Q@

1
6.10. Je déana funkce f(z)=(z—2)-g¢ (ex, sin z, ?) kde g € C*(R3).
x

a) Vypoctéme f'(z).
b) Vypoctéme f/(0), je-li g(a,b,c) = ab+ c.

Reseni:

a) Funkci derivujeme podle pravidla pro derivaci sou¢inu funkci, pti¢emz druhy éinitel
je funkce slozena. Vnéjsi funkce ¢ tfi proménnych a,b,c je slozena se zobrazenim
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e
PR S
f(x) =g(e", sinz, ZLH) +(x—2)- a_x[g( e* . Sing, %H )
o) = [%(a, b,c)-e” + %(% b,c)-cosz + %(a, b, c) - ﬁ]
=g(h(z)) + (z —2) l%(h(w)) e’ + %(h(x)) L CoST — %(h(;ﬁ)) . (lel)?]

b) Derivaci funkce f jsme jiz vyjadiili pomoci funkce ¢ a jejich parcidlnich derivaci.
Nyni je pro danou funkci g(a,b,c¢) = ab+ ¢ vypocteme a slozime je se zobrazenim
h(z):

dg - Jg o Jg _

%(a, b,c) =b, %(a, b,c) = a, e (a,b,c) =1,

8y e g _ g _

5, (@) =sinz, = (h(z)) = e, 50 p()) = 1.

y e r .
Protoze g(h(r)) =e"sinz + o1
Fa) = s+ — (0= 2) - [sing e’ + e cose -
7)=esinz+ —— + (@ sinxz e” 4 e cos x G|
Derivace funkce f v bodé x =0 je
f/0)=0+1-2-[0+1—-1]=1. Q

& Vypoctéte derivace 1. fadu nasledujicich funkci, je-li g spojitd a ma spojité prvni
parcialni derivace. Rozmyslete si, pomoci kterych operaci, jsou funkce f tvoreny.

6.11. a) f(z,y) =zlny+ g(a?, zy?). b) fz,y,2) = zg(yz, ).
&) fa) = {ELL). Q) fle..2) = 9l4° = sin(e:).
&) Jlo) = L g2n, VEFT =) 0) flag) = L)
g) f(z) = arctgz - g(Ina?, cos? z). h) f(x,y,z):%2~g(xy+m?).
1) flz,y,2) =V2r+y+9(5, 2e"V/z2). i) f@)=32-g(7. 2 tgu).
k) fle.y)= ) fr,y.2) = 4g(e”, 82, %),

g(arcsinz + Ty)
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2
6.12. Urceme hodnotu parcidlni derivace funkce f(z,y,2) = S podle z

9% + V7y)
v bodé A= (1,4,-1),jeli g(a) = V2 —a?.

Reseni: Nejprve vyjadiime % v obecném bodé x = (x,y,z) pomoci obecné funkce
g a jeji derivace. Funkci f derivujeme podle pravidla pro derivaci podilu funkeci, kde
ve jmenovateli je slozend funkce. Vnéjsi funkce ¢ jedné proménné a je slozend s funkci

2
h(z,y,z) = %-1— vzy. Tedy f(z,y,2) = W%

}@

92" 9*(L + /7y = @) _

2yz - g(h(@)) + =y - g'(h(z))
9*(h(z))

Protoze chceme uré¢it derivaci v bodé A = (1,4, —1) a h(A) = 1, vypoctéme hodnoty ¢(1)
a ¢'(1) pro zadanou funkci g(a) = V2 — a?.

—2a 2
3(2—a?)s

Parcialni derivace funkce f podle z v bodé A je

of  —8-9(1)+4-4(1) 8
So(14,-1) = 0 = —8-2=

Poznamka: Zname-li predpis funkce ¢, muzeme do predpisu funkce f piimo dosadit g,
. y2?
tj. f(z,y) =

vyraz.

0
a nasledné pocitat —f Derivujeme vsak komplikovanéjsi

{2 - &+ v 0=

&  Vypoctéte pozadovanou derivaci nasledujicich funkei v daném bodé.

6.13. a) f(x,y) =3z + g2z, zev); %(3,0), je-li g(a,b) =6+a+b.

b) f(x) =10+ g(arcsinz, x —1); f'(0), je-li g(a,b) = sin(ab).

C) f(xay) = arccotg T - g(%a 797 :L‘y)a g_f(_la _1)7 je'h g(a, b7 C) ="t
Y

@fmw:%ﬁiﬁ;%u;mpﬁywzm@w+m
Y y
0 2
e) f(xvy):?’ny—‘f_g(\/l_'_yQ? xy); a_i(()?l)aje'h g(a,b): bcil
a—=cC

f) f(z)=Vx g(z, e Inz); f(1),jeli g(a,b,c)=a+

b
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x - of

g) f([L‘,y,Z) = m: &(ﬂ-aoa 1)7 Je'h g(a'7 b) = \/l_) cosa.
0
) f(a,.2) =2+ g(e¥ +7): 5H0,1.3),Jeli gla) = Va—1.
i) f(z,y)=In"y — 9(5, 10, tgz); g(%r, 1), je-li g(a,b,c) = 2a + arcsin be.
x

6.14. Urceme parcidlni derivace 2. fadu funkce f(z,y) = g(x — y?,3y), jestlize je g
tridy C?(R?).
Reseni: Nejprve vypoéteme prvni parcidlni derivace slozené funkce f, ktera je slozené

z vn&jsi funkce ¢g dvou proménnjch, oznacme je a,b a ze zobrazeni h(z,y) = (z —y?, 3y).
Tedy f(z,y) = g(h(z,y)).

a b
0 o, —— 0 0 0
) = o B = D)1+ D) 0= Dy, 3y) =
0
= S (h(x.y))
of 0 f—L/b\ ) 0
oy (09) = golole =y B = 5@ b) - (=29) + 5 (a.b) 3=

_ 9y Y Jg _ 9,9 99
=2y 5 (2 —y"3y) + 35 I (2 — 2. 3y) = 2y 5, [H(T:9) +3 5 % (h(x,y))
A . , e .. N . 0*f *f .
Nyni mtuzeme urcit druhé parcialni derivace. Pfipomenme, ze plati = , protoze
oxdy  Oyor
f € C*(R?). Uvédomme si, Ze funkce %(w — 4% 3y) a a‘z (z — 32, 3y) jsou sloZené.
a b
*f a 89 — = A~ 829 829 % ) B
_ Py
= @(h(%y))a )
0 f 0,09, 2~ O 9g _
axay(%y) = @[%(x -y, 3y )] = @(a, b) - (—2y) + m(a, b) -3 =
829 829 2
5’29 29
0?f 0 X b dg a ) 0
g5 90— 99 % 2 _ 99
ayg(x,y) 8y[ 2y (x—y En )+3ab(x vy 3y )l = =25 (a,b)+
2 2 8¢ 2
— 2y 3 (a,b) - (—2y) + % ab(a b) - 3]—1—3[(%6 (a,b) - (—2y) + 502 —(a,b)-3|=

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



o2 0’9 _ 0
Protoze g € C2(R?), pouzili jsme p¥i vipoctu a—y‘];(x,y) identitu aagb = 6()89&'

&  Vypoctéte derivace 2. fadu nésledujicich funkci, ma-li g spojité druhé derivace.

6.15. a) f(x,y,z) =xy+ g(3zz — 5, 2yz). b) f(z,y) =2g(\/y+3).
c) f(z,y) = arctgy + g(5, ™). d) f(z)=g(2? sinz, Tx).
¢ Vypoctéte pozadovanou derivaci nasledujicich funkei v daném bodé.
6.16. a) f(x,y) = % +9(1 +tgx, 2y, y?); rf (0, %), je-li g(a,b,c) = a cos(be).
0x0y
b) f(ry.) = ST O () ) e gla) =

z Y0z

c) f(x)=x-g(e* ! Inx); f"(1),jeli g(a,b) =aarcsinb.
2

" f o 1 1
axaz(l, -1,1), je-li g(a,b) = - + .

Va+1'

d) f(z,y,2) = g(=®+y? x2);

6.17. Entalpie H je dana jako funkce teploty 7 a tlaku p. Pisme H = ¢(T,p).
Vypocitejme rychlost zmény entalpie v zavislosti na teploté pro jeden mol plynu,
ktery se 1idi van der Waalsovou stavovou rovnici

a
kde a,b, R jsou konstanty.

Reseni: Je dobré umét pracovat s jinymi proménnymi nez je x a y. Ze stavové rovnice

. RT a " .
plyne, ze p = v_1 v Pak H = ¢(T,p) = g(T, % — W) = f(T,V). Entalpie
je dana slozenou funkci f = g o h. Vnéjsi funkce ¢ dvou proménnych T,p je slozena

0
se zobrazenim h(T,V) = (T, % — %) Funkce 8—; popisuje rychlost zmény entalpie
v zavislosti na teploté. Urceme ji:
p

of 0 s — dg dg 0
—(T,V) = —[g(T, £L — )| = =Z(T —(T,p) —(LL — ) =

dg dg a R

= (7, &L _ o (. B .~
aT( ’ V—b V)_'_ap( ) V—b V2) V_b QQ

Upozornéni : Ve fyzikalné chemickych disciplinach se ¢asto pouziva nedusledna, ale tisporna
symbolika. Obvykle se pise H = H(T,p) = H (T, % — %) = H(T,V), tj. pismeno H
vystupuje ve tfech riznych vyznamech: jako oznaceni zavisle proménné, jako oznaceni

funkce proménnych T, p (misto naseho g) a jako oznaceni slozené funkce proménnych 7',V
y x oH) _ (oH oH R Caid e SiieoLs
(misto naseho f). Pak (8—T)V = (8_T)p + (8_p)T -y - Je ziejmé, Ze pii pouziti této

symboliky je nutné uvést indexy oznacujici proménné povazované za konstantni.
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6.18.

6.19.

6.20.

Vypocitejte koeficient stlacitelnosti x = —Vio (%—‘;)T a koeficient objemové roz-
taznosti a = Vio (%)p pro jeden mol realného plynu, ktery se ridi stavovou

rovnici pV = zRT, kde z = z(p,T) je kompresibilitni faktor, R je konstanta.
Vypocitejte (%)T pro jeden mol idedlniho plynu, je-li entropie S dana jako
funkce teploty 7" a tlaku p. (Idedlni plyn se Fidi stavovou rovnici pV = RT, kde
R je konstanta.)

Rozdil molarnich tepel je definovan vztahem: C, — Cy = (g—f;) — (g—g)v, kde
p

U=U(T,V) je vnitini energie, H = U + pV je entalpie. DokaZte, Ze pro kazdy
plyn plati C, — Cy = ((g—g)T +p) (%)p.

Derivace zobrazeni z R" do R¥

Derivaci zobrazeni f = (f1, fa, ..., fx) vbodé x = (1, 22,...,x,) rozumime matici funkci
typu (k,n)
[ Of of ofr , | ]
Of2 Of2 Of2
() =(x) ... (z)
Jf(w) — &cl 8.1'2 &cn
O Ifk Ifk

Téz mluvime o Jacobiho matici zobrazeni f. Radky matice jsou gradienty soufadnicovych
funkci f;, 7 =1, ...,k zobrazeni f.

6.21.

Reseni:

Urc¢eme Jacobiho matici zobrazeni f v obecném bodé x a konkrétnim bodé A.
a) f(x,y)=(2xy? Tx+y, 2*), A=(1,-2).

b) f(z) = (3cosx, sinx), A=r.

c) flw,y,2)=2*y+ax2*, A=(31,-1).

a) Zobrazeni f(z,y)= (2zy?% Tx+y, 2*) je R? do R3. Jacobiho matice tohoto zobrazeni
je typu (3,2). V obecném bodé x = (x,y) ma tvar

— a a -
9 (o 9 (9002
5 (22Y ) ay( ry*) 27 day
0 0
Jf(x,y): %(h—ky) a—y(7x+y) = 7 1
., 4 ., 4 43 0
L 895(36 ) 8y<x ) i
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8§ —8
V bodé A = (1,—2) dostaneme ¢iselnou matici Jf(l, -2)=1|7 1
4 0
b) Zobrazeni f(r) = (3cosz, sinx) je z R do R?. Poznamenejme, Ze je parametrizaci

elipsy se stfedem (0,0), délka hlavni poloosy je 3 a vedlejsi poloosy je 1. Jacobiho
matice zobrazeni f je typu (2,1). V obecném bodé x ma tvar

0

3_(3 cos ) —3sinx
f )

%(Sin z) COoS T

0
V bodé A = 7 dostaneme matici o jednom sloupci Jf(ﬂ) = [ ) ] , ktery lze
interpretovat jako teény vektor k elipse v bodé f(w) = (—3,0).

c) Zobrazeni f(z,y,z) = x?y+x2? je funkce ti{ proménnjch definovana na R3. Jacobiho
matice funkce f je typu (1,3). V obecném bodé x = (z,y, z) ma tvar

Jy(x,y,2) = 2 a2y + a2?)

e 0 (2%y + 22?), %(ﬁy + sz)] = {2xy + 22, 2%, 2952}.

"y

Vsimnéme si, ze Jy(x,y, z) = grad f(z,y, ). Tento fakt vysvétluje, pro¢ se gradientu
nékdy fika derivace funkce vice proménnych. V bodé A = (3,1, —1) dostaneme vektor
J5(3,1,—1) = [7, 9, —6]. v

& Vypoctéte Jacobiho matici nésledujicich zobrazeni f v bodé A.

6.22. a) f(z,y)= (2 +y?— 4z, y—Inx), A= (4,1).
J=(*+y*—9,y—e"), A=(0,3).
)= (2 =9 +9,y+2%), A=(L-1).
)= (23 +y3 —3xy, y —sinz), A=(0,1).
e) flz,y,2)=(yz+2yx, %), A=(1,-3,3).

f) f(x)=(5cosz, 5sinx, 2x), A=rm.

z,y) = (log(zy), v* —y, Ty), A=(1,1).
6.4 Totalni diferencial, te¢na rovina

Totalni diferencial

Totalni diferencial funkce dvou proménnych f : R — R ma4 stejné vyuziti jako diferencial
funkce jedné proménné. Ptirustek funkce

A f(xo, yo; do, dy) = f(xo + dx, yo + dy) — f(x0, o) ,
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kde x se méni z hodnoty xy na x¢+ dx a y z hodnoty yo na yo + dy, 1ze aproximovat
totalnim diferencidlem funkce f v bodé (zo, o)

) _of of
df(zo, yo; do, dy) = D7 (w0, yo) dz + dy (20, 0) dy .

6.23. Urceme totalni diferencial funkce f(x,y) = 2xsiny v obecném bodé X = (x,y)
a konkrétnim bodé A = (3, §).

Reseni: Nejprve vypodteme prvni parcilni derivace funkce f v bodé X a v bodé A:

of . . 9f, of 1 9
SH(ny)=2sing, Sh(eg)=twesy = SH(A)=1

(A) =33
Totalni diferencial funkce f v bodé X
df = 2sinydx + 2xcosydy

je funkce ¢tyt proménych z, y, dz, dy. Znacime ho, jak je zvykem, pouze symbolem df.
Aproximuje pifrustek funkce f v bodé X.V bodé A = (3,%) je totalni diferencidl

df(3,%2) =1dz +3v3dy

linedrni funkce proménych dz, dy. Znac¢ime ho zkrdcené df(3,%). Aproximuje pfirtstek

funkce f v bodé A. @

¢ Napiste totalni diferencial nasledujicich funkci f v obecném bodé X = (z,y) a kon-
krétnim bodé A.

6.24. a) f(x,y):x;y, A=(1,3). b) f(x,y):xZ—i—y;, A=(-2,V2).
c) f(x,w:mj“, A=(0,-1). d) f(z,y)=I(+y?), A=(-32).

e) flz,y)=ye”, A=(V3.V3). f) flzy)=\5. A=(-1-4).

6.25. Urceme totalni diferencidl a diferenci funkce f(z,y) = = _{ 5 v bodeé A=(1,2),
zmeéni-li se proménné x,y o néjaké hodnoty dx,dy a o konkrétni dz = 0,03 a

dy = 0, 05. Porovnejme hodnoty totalniho diferencialu a diference.

Reseni: Vypocteme prvni parcidlni derivace funkce f v bodé A:

O ooy = —4 Wy 2 . Uyt 9t
Tedy
2 1. 2der—dy
df(1,2)—9dx 9dy—i9 :
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Nyni urceme diferenci funkce f v bodé A:

1+ dx 1 2dx — dy
Af(1,2) = f(1+de,2+dy) — f(1,2) = l+tdr+2+dy 3 3B+de+dy)

Cilem tlohy je, vSimnout si, ze Af = df, je-li zména proménnych z,y mala, tj. dz,dy
je malé. Nyni vypoctéme totalni diferencial a diferenci funkce f v bodé A pro konkrétni
hodnoty dz = 0,03 a dy = 0,05 ... x se méni z hodnoty 1 na 1,03 a y z hodnoty 2
na 2,05:

2-0,03-0,05 0,01 10 1 1,1
9 9 9 1000 1000

2-0,03—0,05 0,01
3(34+0,08) 9,24

df(1,2) =

= 0,001 ... zvlddneme zpaméti,

Af(1,2) = £(1,03; 2,05) — £(1,2) = = 0,001082251.

Na zavér vypoctéme jejich rozdil.

0,01 0,01
Af—df = g7 — Zg= = —0,00002886

Tedy nahradime-li pfirustek funkce totalnim diferencidlem, dopustime se chyby v nasem
konkrétnim piipadé mensi nez 3 - 107°. Aproximace totalnim diferencidlem se hlavné po-
uziva v praxi, protoze jeho vypocet bychom méli zvladnout zpaméti. To vyplyva z faktu,
ze v konkrétnim bodé je totalni diferencial linearni funkce proménych dz, dy. @

¢ Porovnejte hodnoty diference a totalniho diferencidlu nasledujicich funkci f v bodé A,
zméni-li se proménné z,y o predepsané hodnoty.

6.26. a) f(«,

6.27. Pomoci totalniho diferencialu ur¢eme piibliznou hodnotu zmény objemu V' vélce,
jestlize se polomér podstavy r = 41 mm zmensi o 1 mm a vyska valce v = 5,8 cm
se zveétsi o 0,2 cm.

Reseni: Objem vélce v zavislosti na poloméru podstavy a vysce vélce je dan funkci
V(r,v) = wr?v. Ze zadani tlohy plyne, Ze mame vypocitat totalni diferenciél funkce V'
v bodé (r,v) = (41,58) pro dr = —1 a dv = 2 (jednotky jsme sjednotili na milimetry).
Hodnoty prvnich parcialnich derivaci funkce V' v bodé (41,58) jsou:

ov ov
—(41,58) =27 -41-58 =4756 7 a ——(41,58) = 7 - 41> = 1681 7.
0 0

r v

7
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Tedy

AV =dV(41,58) = 4756 mdr + 1681 mdv =4756 7w (—1) +16817-2 = —13%4 7 =
= —4379mm?® = —4,4cm?.

Objem valce se zmensi pfiblizné o 4,4 cm3. Dodejme pro porovnani, Ze rozdil v objemu
valct je piesné AV = —1498 7w = —4 706 mm?. @

¢V nasledujicich prikladech pouzijte k vypoctu totalni diferencial.

6.28. Vypoctéte pribliznou hodnotu zmény thlopiicky u obdélniku, jestlize se strana
a=0,65m zvétsi o 1cm a strana b =1,10m se zmensi o 2 cm.

6.29. Velikost stfedového thlu kruhové vysece o = 80° je tfeba zmensit o 1°. Vy-
poctéte, o kolik je nutné priblizné zvétsit jeji polomér r = 20 cm, aby se plocha
vysece nezmeénila.

6.30. Vypoctéte pribliznou hodnotu zmeény objemu V rotacniho kuzele, jestlize se
polomér podstavy r = 6,5cm zvétsi o 0,3cm a vyska kuzele v = 10cm se
zmensi o 0, 15 cm.

6.31. Zjistéte, o kolik se priblizné zméni tlak jednoho molu idealniho plynu, jestlize se
objem V = 0,005m3 zmensi o 18 cm?® a teplota T = 295K vzroste na hodnotu
295,4K. (R = 8,314 Pam®K.)

Tecéna rovina ke grafu funkce dvou proménnych

Te¢n4 rovina ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé grafu (o, yo, 20), kde zo = f(x0, yo), méa

rovnici of of
z = f(0,y0) + %(%,yo) (7 — 1) + a—y(on,yo) (Y — Yo)- ()
Je to obecna rovnice roviny tvaru a(r — zo) + b(y — yo) + ¢z + d = 0, kde konstanty
a = %(wo,yo), b = g(:po,yo), ¢c=—-1ad= f(xg,yo). Ackoliv to na prvni pohled
z Y

nevypada, tak a,b a d jsou ¢isla. Polozime-li v rovnici © — zg = dz a y — yo = dy, pak

= f(xo, yo) = df(%, Yo).

V této souvislosti aproximace Af = df na okoli bodu (xg,yo) odpovida tomu, Ze hodnoty
funkce f(x,y) aproximujeme hodnotami funkce z = z(z,y) (%), jejimz grafem je teénd
rovina ke grafu funkce f v bodé (zo,yo).

6.32. Urdeme rovnici teéné roviny k rotacnimu elipsoidu 422 + 4y + 22 — 36 = 0
v bodé M této plochy, kde M = (1,—2,2), 2o > 0.

Reseni: Pro nazornost si lze elipsoid pfedstavovat jako povrch ragbyového mice. Tato
plocha neni grafem funkce dvou proménnych, protoze v nasem ptipadé na plosSe lezi napr.
body M; = (1,-2,4) a My = (1,—2,—4), tedy dvojici (z,y) = (1,—2) nalezi 2; =4 a
29 = —4. Protoze v zadani tlohy ma bod M treti soutfadnici kladnou, budeme uvazovat

78

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



yhorni“ polovinu elipsoidu, lezici v podprostoru z > 0, kterd uz je grafem funkce dvou
proménnych. Jeji predpis dostaneme tak, Ze z rovnice elipsoidu osamostatnime zavislou
proménnou z. Tedy

4 4P+ 22 —36=0 = 22=36-40 4 = |z =/36 422 — 442,

Protoze predpokladédme, ze z > 0, je |z| = z a funkéni pfedpis m4 tvar

z= f(x,y) = \/36—4ZL‘2 — 4y2.

Nyni uré¢ime rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodé grafu M = (1,—2, z), kde

2o = f(1,—2) = 4. Dosadme hodnoty ?(1, —-2)=-1a g(l, —2) = 2 do formule
T

Ay
0 0
z:4+—f(1,—2)~(x—1)+—f(1,—2)~(y+2) = z=4—(x—1)+2(y+2).
ox oy
Obecné rovnice te¢né roviny k elipsoidu v bodé (1,—-2,4) je z —2y+2—9=0. @

¢ Napiste rovnice te¢nych rovin ke grafum néasledujicich funkci f v bodech grafu M.

6.33. a) f(x,y)=32%> M= (2,1, z2). b) f(z,y)
c) flx,y)=In(2x+y), M = (-2,5,2). d) f(x,y) =2*cosy, M = (1,0, 2).
e) f(x,y)=yarctge, M =(0,4,2). f) f(z,y)= %, M = (-3,-9,2).
g) flz,y)=2*+3y>—1, M =(0,0,2). h) f(z,y)=2%+y, M = (0,-7, 2).

¢ Pojmenujte néasledujici plochy a napiste rovnice te¢nych rovin k témto plocham v bo-

dech M.

6.34. a) 22 +9y?+22-16=0, M =(-2,2,2), 20 > 0.
b) 22 +9y*+222-34=0, M= (1,-1,z), 20 <O0.
c) P2+’ +42=0, M= (4,yo,—8), yo <0.
d) 222 +9y*—2=0, M = (x0,1,3), 29 > 0.
e) 22 +y*—522-5=0, M= (4,3, 2), 2 <0.
f) 922 +9y2—4224+2=0, M =(1,5,2), 20 > 0.
g) 22 +9y2—-1322=0, M= (2,9,—1), y0 > 0.
h) 2?2 +22—-25=0, M =(-3,10,z2), 20 > 0.

6.5 Taylorav polynom

V tomto odstavci budeme funkei z = f(z,y) na okoli bodu (¢, yo) nahrazovat polynomem
dvou proménnych z a y. Tento polynom nazyvame Taylorovym polynomem funkce f
stupné n v bodé (xg,yo) a znacime ho T,(z,y). Jeho tvar pro n = 1,2,3 je uveden ve
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skriptech [MII], odstavec 6.5. Zajimava je souvislost s pFedchozimi pojmy. Pfi aproximaci
f(z,y) = Ti(z,y) na okoli bodu (z,yo), kde

af of

Ti(z,y) = f(xo,y0) + %(330,3/0) (z —@0) + a_y(x()ay()) (¥ — %o),

nahrazujeme graf funkce z = f(x,y) v okoli bodu (xg,vo, 20), kde 29 = f(x0, yo), tecnou
rovinou ke grafu funkce f v tomto bodé. Aproximace f(x,y) = T,(z,y) je tim lepsi, ¢im
vyssi je stupeni Taylorova polynomu a ¢im je (x,y) blize (zo,yo).

6.35. Vypocétéme piibliznou hodnotu 3e%%21n0,95 pomoci Taylorova polynomu 2.

stupné vhodné zvolené funkce ve vhodné zvoleném bodé.

Reseni: Z tvaru daného &isla plyne, Ze je vhodné volit funkci f(x,5) = 3e®lny a bod
(0,%0) = (0,1). Bod (¢, y0) jsme zvolili tak, aby byl blizky bodu (0,02; 0,95) a pfitom
bylo snadné v tomto bodé vy¢islit parcialni derivace. Z formule

Ty(z,y) = f(wo,y0) + %(%, Yo)(x — x0) + g—i(n’fo,yo)(y — o)+
2 82 2
5 a—é(%, yo)(x — z0)* + axéfy (0, yo) (7 — x0)(y — o) + ; g J;(on,yo)(y —0)?

je patrné, ze musime vypocitat hodnoty parcidlnich derivaci v bodé (xg,y0) = (0,1) az do
radu dve.

f(z,y) =3e"lny = f(0,1)=0 g—i(x,y)ziie“lny = g(o,l):o
of _ 3e” of B 0?f 0 f
ay(a:,y)— , = 8y(0’1)_3 ax2(x y)=3e"lny = pe ——5(0,1)=0
0 f 3¢ 82f 82f 3e“” 2f

Tedy

3 3
To(z,y) = 0+ 0z +3(y—1)+ 02"+ 32(y—1) — 3 (y—1)> =3(y—1)+3zx(y—1) -3 (y—1)%
Protoze f(z,y) = Ts(z,y) pro (z,y) blizkd (0,1), je

3e%921n 0,95 = £(0,02; 0,95) = T5(0, 02; 0, 95),

kde T5(0,02; 0,95) =3 - (~0,05) +3-0,02- (—0,05) — 2-0,05> = —0,156 75. Tedy
3¢%021n0,95 = —0, 156 75. v

&  Vypoctéte pribliznou hodnotu nasledujicich ¢isel pomoci Taylorova polynomu daného
stupné vhodné zvolené funkce ve vhodné zvoleném bodé.

6.36. a) sin0,08-sin0,3; n=2. b) ¢ %%In1,01; n=2.
c) 1,03%arctg0,1; n=2. d) e*%cos?0,02; n=2.
e) In/0,96>+0,03%; n=2. f) 1,029, n=2
g) In0,94-In1,05; n=3. h) e%'cos0,06; n=3.
80
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1
(1 —2)(1-y)

6.37. Pro malé hodnoty |z|,|y| uréeme aproximaci funkce f(x,y) =

polynomem dvou proménnych 3. stupné.

Reseni: V okoli bodu (x,10) = (0,0) umime funkci f nahradit Taylorovym polynomem
T.(z,y), ktery je konstruovan tak, Zze v bodé (xg, o) ma stejnou funkéni hodnotu jako
funkce f i stejné hodnoty vSech parcidlnich derivaci az do fadu n. Vypoctéme hodnoty
parcidlnich derivaci v bodé (0,0) az do fadu t¥i.

f@y) = g5 f0.0)=1 Ey) = gy 20,0=1
Ay = e B0.0)=1 ey = Ty 500 =2
%é(:p,y) - m %(0’0) =2 88719%@ y) = (a —9[»‘)21(1—?4)2 3m8y(0 0)=1
2hwy) = by 340,0) =6 T (1,Y) = ot 5 (0,0) =2
SL(r,y) = gy 550,00=6 b (0,y) = Tty a5 (0,0) =2

Dosadme vypoctené hodnoty do formule

T3(w,y) = f(0,%0) + g—i(%, Yo)(r — x0) + g—i(f’fo,yo)(y — Yo)+

10%f ,  O*f 10%f 5
+§ w(%,yo)(ﬂ? —20)" + D20y (0, Yo)(z — o) (y — ¥o) + 2 9y? 577 (%0, %0)(y — Yo) ™+
3 1 63
T3 a—é(%, Yo)(z — x0)” + 5 ﬁ(%, Yo) (& — 0)*(y — yo)+
1 83f 2 1 agf 3
T3 W(«TO, Yo)( — zo)(y — ¥o)” + 3l a—yg(xo’y())(y —)°
Tedy
B 2, 2 5 6 2, 2 5 6 4
Ty(x,y) = 1+x+y+§9€ Y+ Sy +§x oY+ eyt gy
Aproximace funkce f Taylorovym polynomem 73 na okoli bodu (0,0) je
1
=l+a+y+a®+ay+y*+2°+ 2%y +ay’ + 97 Q
(1—2)(1—y)

¢ Pro malé hodnoty |z|,|y| urdete aproximaci nasledujicich funkeci Taylorovym polyno-
mem daného stupné.

cos T 1—x
6.38. = — = 2. b =4arctg —— = 2.
Q) o) = o ) fa) = daretg 10 0
c) flzyy)=tg(2x+3y), n=2. d) f(z,y) =6sinz cosy, n=3.
e) flz,y)=e""Y, n=3 £) flz,y)=/8+22+y%, n=2
g) f(e.y)=6e l(l+y), n=3 h) f(ry) =, n=2
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6.6 Newtonova metoda reseni soustav nelinearnich rovnic

V tomto odstavci pfiblizné feSime soustavu dvou nelinarnich rovnic o dvou nezndmych
T ay

filz,y) =
falw,y) =

kde f1, fo jsou zadané funkce t¥idy C'(G), G C R? je oteviend mnozina, Newtonovou
metodou. Postup vypoctu priblizného feseni soustavy je tento:

e Graficky zjistime (pokud to lze), zda existuje feSeni soustavy.
e Urcéime pocateéni aproximaci (zo,yo) FeSeni.

e Dalsi aproximace feSeni pocitame Newtonovou metodou. Nejdiive fesime soustavu
linearnich algebraickych rovnic

aof of

a—;(%,yk) a—yl(l"k’yk) Axy, fi(zr, yr)
B} B} ' T

a—j;(fﬂkayk) a—f(xk7yk) Ay, fo(zr, yi)

vzhledem k neznamym Az, Ay,. Hodnoty dalsi iterace jsou pak dany vztahy
Tpr1 = Tk + ATg,  Ypr1 = Yk T Ay

Vektorové lze soustavu zapsat ve tvaru

J(zr, k) - Dp = —F(Tr, yr),

kde f = (fi,f2)", Ar = (Axg, Ayr)" a J(xk,yr) je Jacobiho matice zobrazeni
f v bodé (zx,yx). Aproximace feSeni muzeme pocitat podle ekvivalentniho vzorce

Xio1 = X — J @, ue) - F(n vr),

kde X = (zr,¥x) ", Xps1 = (Tra1, Yes1)' @ J Y (ak, yr) je inverzni matice k Jacobiho
matici J(xg, yx).

e Proces vypoctu aproximaci se ukoncuje tehdy, kdyz je norma rozdilu dvou po sobé
jdoucich aproximaci ||Ag|| = |Azk| 4+ |Ayx| mensi nez je pfedem zadand tolerance.

6.39. Urceme kolik feSeni ma soustava

—

2
A y_
9+4_

N =

Y+ CcosT =

Newtonovou metodou vypoctéme prvni aproximaci feseni, které lezi v I. kvad-
rantu. Za pocéateni aproximaci zvolme (zg,yo) = (m,1).
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Obr. 6.1

Reseni: Ulohu muzeme interpretovat geometricky. Prvni rovnice je rovnici elipsy a druha
1

rovnice popisuje graf funkce y = 5 — cos x. Z grafického znazornéni (viz obr. 6.1) je
ziejmé, ze dand soustava ma dvé feseni, jimz odpovidaji dva pruseciky A, B pfislusnych
ktivek. Pruseciky lezi v I. a II. kvadrantu a jsou symetrické podle osy y . PovS§imnéme si, ze
hledame-li pfiblizné feseni v I. kvadrantu, je aproximace (g, yo) = (7, 1) vhodné zvolena.
Bod X = (z9,y0) je ,blizko* pruseciku A. Danou soustavu musime nejprve upravit tak,
aby vpravo byly nuly
422 +9y* —36 =0,
1
y+cosx ——= =0.
2
Uréime Jacobiho matici zobrazeni f(z,y) = (42*>+9y*>—36, y+cosz—1)" v bodé (z,y)

8xr 18y
J(x,y) = ,
—sinz 1

Pro pocateéni aproximaci (g, yo) dostdavame soustavu linedrnich algebraickych rovnic

—sin zg 1 Ayo Yo + cos Ty — %

kterou fesime vzhledem k nezndmym Axzy a Ayg. Dosadme (xg,yo) = (m,1). Tedy

8t 18 Axg 27 — 41?
0 1 ' Ayg B %
¢ 9—-27% 1
(Azo, Ayp) = (T’ 5)
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Prvni aproximace feseni dané soustavy, tj. bodu A, je

9— 272

(x1,71) = (%0, y0) + (Axg, Ayg) = <7r + o

1y .
14 5) = (2,28699; 1,5).

Pokud bychom chtéli vypocitat dalsi aproximaci tohoto feseni, cely vypocet bychom opako-
vali v bodé (z1,y;). Ziskali bychom vektor (Azi, Ay;) = (0,10611; —0,26344) a nasledné
dalsi aproximaci feSeni (z2,y2) = (2,39311; 1,23656). v

6.40. Newtonovou metodou feSme soustavu
202 —2y* +1=0.

Zvolme pocéatecni aproximaci feSeni (zg,yo) = (1,2) a vypoctéme dvé dalsi apro-
ximace. Pro kazdou aproximaci zaroven vypo¢téme normu ||Ag|| = |Azg|+|Aygl.

Reseni: Upravime soustavu do tvaru:

22+ —-1=0,
1
2 2
— —=0.
x y—|—2

Pro vypodet aproximaci kofene soustavy nyni pouZijeme inverzni matici J~!. Uréime Ja-
cobiho matici zobrazeni f(z,y) = (2 +y*—1, 2> —y*+3)" v bodé (z,y)

2¢ 2y
2 —2y

J(z,y) =

Ptedpokladejme, ze v bodé (x,y) existuje inverzni matice J~!(x,y). Pomoci algebraickych
dopliiki vypoéteme J1(z,vy)

T (y) = 1 —2y 2z : _ L]y oy
—8ry | —2y 22 dvy | ¢ —g
Explicitni vztah pro vypocet dalsich iteraci Xpy1 = (Try1,Ynr1) ,k=0,1,... je
Tht1 _ Ty 1 Y Yk ' x4+ yr—1 kde To | 1
Yr+1 Yk ALkYx T —Tk =i+ 3 , Yo 2
Tedy prvni aproximace X; kofene soustavy je
1 1 12 2 4 5
w| 2] 8|1 | [=2| |u|
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Al’o 1 — To 3

AO — = =
Ayo Y1 — Yo —}—2
Obdobné druha aproximace X, je
5 19 19 205
X2 8 32| 16 16 96
= S = T odtud (2, 10) = (0,5125; 0,90954),
19 V|5 _s _133
Y2 16 8 8 256
Axq Ty — 1 —0,11250
Al = = =
Ayl Yo — Y1 —O, 27796
Obdrzené vysledky v desetinném tvaru zapiseme do nasledujici tabulky, kde FE} znaci
normu |Ay_1|| = |Axg_1| + |Ayk_1| pro k-tou aproximaci.
k T Yk Ej,
0 1 2
1 0,62500 | 1,18750 | 1,18750
21 0,51250 | 0,90954 | 0,39046

Poznamenejme, ze danou soustavu nelinearnich rovnic nebylo tfeba fesit numericky, nebot

.o . v v v ~ z v : A4 3 1 3
ji lze jednoduse vyfesit napf. pomoci souc¢tu obou rovnic. Kofeny soustavy jsou =+ (5, Z)

a + (%, —\/g) . Z tabulky je vidét, ze aproximace vypoctené Newtonovou metodou budou

pravdépodobné konvergovat ke kofenu (%, \/g) = (0,5; 0,86603). @
¢V nasledujicich prikladech urcete z grafického znézornéni pocet feseni soustavy. Vy-
poctéte prvni aproximaci jednoho z feSeni soustavy Newtonovou metodou. Pro vypocet
aproximaci kofene pouzijte zadanou pocatecni aproximaci Xj.

6.41. a) 2> —4y—4 =0, b) 22—y =0,2;
.%'3—3/:2, y2—x20,3,
Xo=(1,0) Xo=(1,1)
c) ¥*+y*—4=0, d) 2 +y? =9,
y+lnz =0, 2 — 10z + (y — 5)? = 4,
Xo=1(2,-1) Xo = (5,0).
e) r>+y?—2x =0, f) 2 —y? —6x+8 =0,
y—e =0, 224+ 9y2 — 62— 18y +9 = 0,
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z

(S] aproximace reseni

éni

v
v 7

soustavy a normu rozdilu dvou po sobé jdoucich aproximaci. Pouzijte zadanou pocate
86

aproximaci Xj.

ry?+1=0,
20 —y>+4 =0,
r+3Inxr—y? =0,

Xo=(1,-1).

XOI(O,Q)
d) 222 —zy—5x+1=0,

b)

— 19,

N

¢ V nésledujicich prikladech vypoctéte Newtonovou metodou prvni dv

Xo=(1,1).

a) 2?4 2y® =13,
21.3 +y4

6.42.



7 Extrémy funkci dvou proménnych

7.1 Lokalni extrémy

Ptredpokladéame, Ze je zadéna redlné funkce f dvou proménnych a bod Xy € D(f). Existuje-
li takové prstencové okoli P(Xy) C D(f) bodu Xy, Ze pro kazdé X € P(X,) plati

f(X) < f(Xo) (resp. f(X) > f(Xo)),

fikdme, Ze funkce f mé v bodé Xj ostré lokalni maximum (minimum), zkracené lok.
max. (min.).

V této kapitole budeme hledat pouze ostré lokalni extrémy funkci z C%. V nékterych (jed-
nodussich) ptikladech staci vySetfovat lokalni extrém piimo z definice. Z definice také do-
kazujeme existenci extrémi v bodech, kde f ¢ C*. Obecny postup pro zjistovani lokalnich
extrému funkce je tento:

e Nalezneme D(f).
e Vypocitame stacionarni body X, tj. body, které jsou feSenim soustavy rovnic

of . Of .
X =0, S0 =0.

e U kazdého staciondrniho bodu X, € D(f) provedeme vyhodnoceni, zda se jedna
o lokalni extrém a pokud ano, kterého je druhu (véta 7.7 [MII]).
Necht H¢(X,) znac¢i Hessian funkce f v X .

1. Hi(Xo) >0 = funkce f ma v bodé X, lokalni extrém.
O*f
(a) 2

o*f
0x?

(Xo) >0 = fmavbodé X, lok. min.

(b) (Xo) <0 = fmavbodé X, lok. max.

2. Hi(Xp) <0 = fmévbodé X, sedlovy bod, tj. lokdlni extrém v X, nema.

e Pokud stacionarni bod nespliiuje ani jednu z pfedchozich podminek, tj. H(Xy) = 0,
potom je nutno analyzovat chovani funkce v bodé jinym zpusobem, napt. dokazat
existenci extrému (sedla) z definice.

7.1.  UkaZme pomoci definice, Ze funkce f(z,y) = 2* + 3y? — 6x — 6y + 8 m4 v bodé
3, 1] lokalni minimum.

ResSeni: Dany bod zfejmé patii do D(f) = R%?. Dokéazeme, 7e hodnota f(3,1) = —4
je minimélni funkéni hodnotou ze vSech hodnot funkce v bodech [z,y] z néjakého okoli
O([3,1]). Pozadovanou nerovnost ukazeme snadno pomoci tzv. doplnéni na ¢tverec

f(z,y) = 2 +3y* 62 —6y+8 = (r—3)?*+3(y—1)>—4 > —4 dokonce pro V [z, y] # [3,1].
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Funkce f mé tedy v bodé [3, 1] lokdlni minimum f(3,1) = —4, které je zéroven globalnim
minimem funkce. @

&V nasledujicich ptikladech ovéite pomoci definice, ze funkce f ma v bodé X, extrém.
Urcete jeho druh.
7.2. a) f(zy)=22+4x+y*—6y+11, Xo=[-1, 3].

3

b) f(xvy): ($—1)2+y2—|—2’

Xo=1[1,0].

¢) flz,y)=e VW X, =10,1].

d) f(z,y)=1—-V22+y?, Xo=1[0,0].

7.3. Najdéme lokalni extrémy a sedlové body funkce

f(z,y) = 2* + 5y + 2%y + 2> .

Reseni: Ziejmé D(f) = R%. Vyjadiime parcialni derivace

of of 9 5
8x<x’y) x +2xy z(1+vy), ay(ac,y) Oy + 2° + 6y

Soutadnice stacionarnich bodu fesi soustavu rovnic:
2¢(1+y) = 0
10y + 22 +6y> = 0.
Z prvni rovnice plyne x = 0 nebo y = —1. Dosadime x = 0 do druhé rovnice:

).

Podobné pro y = —1 dostavame: —10+22+6=0 < z = £2.
Ziskali jsme tedy celkem Cty¥i staciondrni body funkee f: A; =[0,0], A, = [0,—2],
As=[2,-1], Ay =[-2,-1].

Pomoci determinantu Hessovy matice, tzv. Hessianu,

10y +6y*=0 < (y=0 nebo y=—

wlot

>f 9f

H¢(x,y) = det = det
rf  f 2 2(5 + 6y)
oyox  0y?

zkusime rozhodnout, zda jsou v jednotlivych bodech A; — A4 lokalni extrémy nebo sedlové

body.

88

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



Hi(Ay) = z 0 =20>0, %(0,0)>0 = lok. min. v A; .
H(Ay) = '_i _18 =459, ggém,—g)<() = lok. max. v A,
H(A3) = 2 _;1 =-16<0 = v A;jesedlovy bod.

H(Ay) = _Z :; —-16<0 = v Ay jesedlovy bod.

Tedy funkce f nabyva v R? dvou lokdlnich extrémi; v bodé A; = [0,0] lokdlniho minima
f(A)) = 0 av bodé Ay = [0,—3] lokélniho maxima f(A;) = 2. Déle ma funkce
v As4 = [£2,—1] dva sedlové body.

Poznamenejme, ze funkce f je neomezena shora i zdola, nebot napi. na ose y nabyva

f(0,y) = 5y* + 2 libovolné velkych i maljch hodnot. @

7.4.  Zjistéme, zda m4 funkce f(z,y) = (zx+1)*+ (x+1)2+y*+2 v bodé [-1,0]
lokalni extrém.

Reseni: Ziejmé [—1,0] € D(f) = R?. V daném bodé jsou parciélni derivace

of of

—(z,y) =4z + 1P +2x+1), =(z,y)=4y>

op (L Y) =4z +1)°+2(x +1) &” y) =4y

nulové, jedna se tedy o stacionarni bod. Nyni se pokusime ovérit postacujici podminku pro
lokalni extrém funkce. Hessian je roven

24+ 12(x+1)2 0
Hy(z,y) = det
0 1292

20
Tedy Hf(—1,0) = 0 0 = 0 a nelze pouzit véty 7.7 z [MII] pro urceni, zda se v bodé

nachézi lokalni extrém funkce nebo zda se jedna o sedlovy bod.
Pomoci definice snadno dokézeme, Ze funkce f ma v bodé [—1,0] globalni, tedy i lokalni
minimum. Vypocteme f(—1,0) = 2. Zfejmé plati:

fle,y)=@+1) +(@+1)*+y"+2>2 pro Vz,y| #[-1,0]. ©

¢ Naleznéte vsechny stacionarni body funkce.

12+y2

7.5. a) f(r,y)=xye 2 b) f(z,y)=3Inz+xy*—y>.
c) f(z,y) = sin’x + cos?y.
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¢ 'V nésledujicich prikladech naleznéte lokalni extrémy a sedlové body danych funkci.
7.6. a) f(r,y)=2*>+zy+y>—6zx.

b) f(r,y) = In®y — a2,

c) f(x,y)=%+y+%-
d) f(z,y) =xIn(z*+y).
e) f(x,y)znyryQ-

f) f(z,y) = 22* +y* + 8z — 6y + 20.
g) flzy)=ay(d—z—y).

h) f(z,y) =100 (y — 2*)* + (1 — z)>.
i) flr,y)=xze” ¥,

i) f(z,y) =3z —a* — 3z,

2 5 wxy
k) f(x,y):;+§+1—o.

) f(z,y)=zn(z+y?).
m) f(z,y) =" +y" —2(z —y)*.
n) f(z,y) =xze ),

o) f(z,y)=2*+a2y+y*—4lnz—10Iny.

7.7.  Urceme nejkratsi vzdalenost z bodu A = [5, 4, 0] ke kuzelové ploge z = /22 + 42 .

Reseni: Minimalizujeme vzdalenost bodu A od bodi [z, y, 2] lezicich na kuzelové ploge,

tj. hodnotu p(z,y,2) = \/(ZL‘ =52+ (y—4)2+ (2 —0)2, kde 22 = 22+ y* anavic z > 0.
Ztejmeé bod, kde se nachazi minimum funkce p, je stejny jako bod, ktery je minimem funkce

p?. Dosadime-li dale za 2? do p?, redukuje se ptivodni tiloha na nalezeni minima funkce
dvou proménnych

flay) = (@ =5+ (y—4)°+a” +y"

Polozime-li parcialni derivace rovny nule, dostaneme soustavu:

4r — 10 =
4y —8 =
90
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Stacionarni bod funkce f je {

5

o1 2}. Z geometrické predstavy vime, ze minimum existuje.

Jelikoz se navic jedna o jediny stacionarni bod, nemusime dale pocitat Hessian.

Hledana nejkratsi vzdalenost je /f (%,2) = @. Dopocitame navic zbylou soufadnici

z = @ bodu na kuzelové plose. Pata nejkratsi spojnice z bodu A ke kuzeli je tedy
P=[52Y1)

¢ Reste aplika¢ni tlohy.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

Urcete bod P v roviné z+y+3z = 5, ktery ma nejmensi vzdalenost od pocatku
soufadnic. Reste jako minimaliza¢ni tilohu i geometricky.

Naleznéte rozméry pravotthlého odkrytého bazénu o objemu 32 m?, aby pro dno
a stény nadrze bylo tfeba co nejméné obkladového materialu.

Obchodnik m4a v sortimentu pouze dva druhy vin: bilé a cervené. Lahev bilého
vina nakupuje od vinafe po 40 K¢, ¢erveného po 60 K¢. Obchodnik odhaduje,
ze pokud bude prodavat lahev bilého vina za x K¢ a cerveného za y K¢, pak
mésicné proda 80 — 7z + 6y lahvi bilého vina a 140 + 4x — 5y lahvi ¢erveného (t;.
jsou znamy tzv. Gcéelové funkce).

Jaké by mél obchodnik stanovit ceny x a y, aby jeho zisk z mési¢niho prodeje
byl maximalni? Jaky bude tento maximalni zisk?

Urcete rozméry bedny o nejvétsim mozném objemu, vime-li, Ze soucet délek vSech
hran bedny je roven ¢islu L.

7.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

7.12.

V tabulce jsou dany hodnoty x;, vy;, 1 =1,....5,

r||-71 0| 7 ]|14]21
y || 60|50 ]30]20]15

Aproximujme zavislost y na z linedrni funkci y = ax + b. Koeficienty a, b
vypocitejme metodou nejmensich ¢tvercu.

Reseni: Urcujeme-li koeficienty a, b metodou nejmensich ¢tverci, vychazime z pozadavku,
5

aby hodnota funkce f(a,b) = (az;+b—y;)* byla minimélni pro hledanou dvojici (a, b).

i=1

7 podminek na stacionarni bod funkce f plynou vzorce

5 5 5
<Zx3> a + (sz> b = ) ziyi
i—1 i—1 -1

B+ (B - B

=1
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coz je soustava dvou linearnich rovnic pro neznamé a,b. Koeficienty a pravé strany této
soustavy vypocteme ze zadanych hodnot z; a vy;.

5 5 5 5 5
Tedy Zxﬁ =735, sz =35, Zl =5, inyi =385 a Zyi =175.
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

D4 se dokazat, ze ve stacionarnim bodé, ktery je jedinym feSenim této soustavy, je splnéna
také postacujici podminka véty 7.7 z [MII] pro existenci minima funkce f .

Soustavu rovnic zjednodusime

735a + 35b = 385 N 2la + b = 11

35 + 5b = 175 Ta + b = 35
Odtud ihned dostavame a = —1—72 = —1,714, b = 47. Tedy linearni funkce, kterou aproxi-
mujeme zavislost y na x, ma tvar y = —1,714 x + 47. @

¢ 'V nasledujicich ptikladech urcete aproximujici linearni funkci metodou nejmensich
¢tvercu, jsou-li k dispozici tabelovana data.

clol1]1]4 cl-1]0]1
7.13. a) b)
yllslt2l1]o yll3]3]1]0]o0
x 1 2 3 4 5 x| -1]1 2 2 1314
c) d)
y|-0,11031025]0,5]1,2 y|05]061]0,25]|05]1
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8 Implicitné zadané funkce

V této kapitole je funkce jedné a dvou proménnych zaddna pomoci rovnice. Detailné je
problém rozebran ve skriptech [MII], kapitola 8.

8.1 Implicitni funkce jedné proménné

Piedpokladejme, ze F' € C*(G), kde G C R? je oteviend mnozina, k > 1 a Ze pro
(z0,%0) € G plati
1) F(:L‘an()) = 07
oF

2) a—y(l"o’yo) # 0.

Potom rovnice F'(x,y) = 0 definuje na okoli bodu (zg,yo) implicitné funkci jedné pro-
ménné y = f(x), tj. existuji ¢isla 6 > 0 a ¢ > 0 tak, Ze pro kazdé x € (g — J, 29 + 0)
existuje pravé jedno y = f(z) € (yo — €, 9o + €), které splituje rovnici F(z,y) = 0. Navic
f S Ok(l‘o - (5, Ty + 5)

Prvni podminka fika, Ze bod (z¢,yo) lezi na kiivce dané rovnici F(z,y) = 0, tedy
yo = f(x0). Geometricka interpretace véty o existenci implicitni funkce je nésledujici: jsou-
li splnény ptedchozi dvé podminky, existuje okoli bodu (zg, o), kde kiivka dand rovnici
F(z,y) =0 je grafem funkce jedné proménné x.

8.1. Rozhodnéme podle véty o existenci implicitni funkce, zda na okoli bodu (xo, yo)
je rovnici y? —my+siny + 2% —1 = 0 implicitné definovana funkce proménné z.
a) (550,3/0) = (170) b) (550,3/0) = (37 %)
Reseni:

a) Leva strana rovnice je funkce F(z,y), tj. F(z,y) =y? —my+siny + 2 — 1 a ziejmé
F € C*(R?). Presvéd¢me se, zda funkce F'(z,y) v bodé (1,0) splituje dvé podminky:

1. F(1,0)=0-04+0+1—-1=0,
oF oF
2. a—y(a:,y) =2y —m+4cosy — 8—3/(1’0) =0—m7+1#0.
Podminky jsou splnény, proto na okoli bodu (1,0) je danou rovnici implicitné defino-
vana néjaka funkce jedné proménné y = f(x), pro kterou f(1) =0 a F(z, f(z)) =0
pro x z jistého okoli bodu xy = 1.

b) Piesvéd¢me se, zda funkce F'(z,y) v bodé (3, 3) spliuje dvé podminky:
2

L FEoy=2 = 1140 _1=0,

OF

2. a—y(%,g):ﬂ'—ﬂ'—f-ozo

Druh4a podminka neni splnéna. Véta o existenci implicitni funkce nedava odpovéd, zda
dand rovnice na okoli bodu (7, §) néjakou implicitné zadanou funkci jedné proménné
x definuje ¢ nedefinuje. @
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8.2.  Rozhodnéme, zda na okoli bodu (0, 2) je rovnici ye®—e??+x—1 =0 implicitné
definovana funkce jedné proménné z, resp. y.

ReSeni: Levé strana rovnice je funkce F(z,vy), tj. F(z,y) = ye® — e’ 2 + 2 — 1 a ziejmé
F € C*(R?). Podle véty o existenci implicitni funkce ovéime dvé podminky:
1. F(0,2)=2—1+0—1=0,
oF oF
2. — =e"—e/? = —(0,2)=1-1=0.
oy () ="~ 5, 0:2)

Druhd podminka neni splnéna. Nevime, zda dand rovnice na okoli bodu (0,2) néjakou
implicitné zadanou funkci proménné z definuje. Ve vété o existenci implicitni funkce lze
zaménit role z a y. Vypoctéme parcidlni derivaci funkce F' podle x v bodé (0, 2):

oF oF
— =ye'+1 = —(0,2)=2+1#0.
O (z,y) =ye or (0,2) 0

Dané rovnice definuje na okoli bodu (0,2) implicitné né&jakou funkei jedné proménné y,
x = g(y), pro kterou ¢(2) =0 a F(g(y),y) =0 pro y z jistého okoli bodu yo =2. ©

¢ Rozhodnéte podle véty o existenci implicitni funkce, zda na okoli bodu A je néasledu-
jicimi rovnicemi implicitné definovana funkce jedné proménné y = f(x), resp. = = g(y).
83. a) zy—lny+2°=0, A=(0,1). b) zy(r+1)—cosy+1=0, A=(1,0).
c) y—e+x=0, A=(1,0). d) zlny+yln(z—2)=0, A= (3,1).
e) 3zy® —yr*—2=0, A=(1,1). f) =zcosy+ysinz—x=0, A=(0,0).

g) y* —siny+x=0, A=(0,-1). h) 3lnz—y*—4yz*-3=0, A=(1,-1).

8.4. Rovnice y?>—my-+siny+x?—1 = 0 na jistém okoli bodu (1, 0) implicitné definuje
funkci jedné proménné y = f(x). Vypoctéme f'(1), f”(1).

Reseni: Funkce F(z,y) = y?>—n y+siny+a?—1 je t¥idy C=(R?), proto f € C>(1—6, 14+0)

pro jisté 9 > 0 (mé spojité derivace v8ech fadu). Prvni derivaci funkce f vypocteme podle

L rw)
O (@ 1 (@)

Zduraznéme, ze zndme jedinou funkéni hodnotu implicitné zadané funkce f(1) =0, proto
muze urcit jeji derivaci jen v bodé z = 1. Vypoctéme prvni parcialni derivace funkce F
v bodé (1,0).

oF oF oF oF

Gp o) =2 Gy =2y —maeosy = Go(L0) =2 5 (1,0) =17

fi(z) = ze(1—0,1+0).

Derivace funkce f v bodé xzog=1 je

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



Na okoli bodu xy =1 je funkce f’ podle predchoziho vzorce ddna analyticky vyrazem

2z
2f(x) — 7w+ cos f(z)’

fl(z) =~ z€(1—6,1+56).

Protoze vSak nezname explicitné funkci f(x) pro x # 1, nemuZe tuto derivaci vy¢islit.
Druhou derivaci funkce f ziskdme derivovanim funkce f’(x) podle pravidla pro derivaci
podilu funkci.

_ 2[2f(x) = m + cos f(x)] — 22[2['(x) — sin f(x) - f'(x)]
2f(x) — 7 + cos f(x)]?

Dosadme hodnotu z = 1. Vime, ze f(1) =0 a f'(1) = —%5. Druhd derivace funkce f
v bodé xyg =1 je

f(@) =

] 2(-m+1)—=2(:5-0) 2(xr—1)2+8
() == Crr 1) =TT v

8.5. Rovnice ye* — e’ 2+ x —1 = 0 na jistém okoli bodu (0,2) implicitn¢ definuje
funkci jedné proménné x = g(y). Vypoctéme ¢'(2), g"(2).

Reseni: Funkce F(z,y) = ye® —eV"24+ 2 —1 je tiidy C=(R?), proto g € C®(2 6,2+ 6)
pro jisté 6 > 0. Pro y € (2—6,2+ ) plati F(g(y),y) = 0. Tedy

yed® — e 2 4 g(y) —1=0.

Pokud si nepamatujeme vzorec pro prvni derivaci funkce g, miuzeme ji ziskat ,,derivovanim
rovnice* F(g(y),y) = 0. Leva a prava strana rovnice jsou funkce jedné proménné y. Jestlize
se pro kazdé y € (2 — 4,2 + 0) rovnaji, rovnaji se také jejich derivace. Tedy

d d
dy ye?® — /2 4 g(y) —1] = 50 = Ve gy e gy =0

Dosadme hodnoty y = 2, g(2) = 0. Dostavame
1+2¢'(2)—14+4¢'(2)=0 = 4'(2)=0.

Druhou derivaci funkce ¢ ziskdme opakovanym ,derivovanim rovnice*:

d _ d
O W 4yt - g (y) — e+ g (y)] = a©
¥
g (y) + [+ ye?™ - g ()9 (y) + ye@ - g"(y) — e+ g"(y) = 0.
Dosadme hodnoty y = 2, ¢g(2) =0, ¢’(2) = 0. Dostévame

1
0+(1+0)-0+2"2)~1+¢"2)=0 = ¢'(2)=73. v
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& Pro funkce y = f(x), které jsou zadané na jistém okoli bodu (zg, ) implicitné nasle-
dujicimi rovnicemi (ovéite), urcete funkéni hodnotu v bodé zy a v tomto bodé vypoctéte
prvni a druhou derivaci.

8.6. a) y*+x—3+sin(zy) =0, (79,%) = (3,0).
b) (l’ +y)3 — ? +y+ 2= 07 (%;Zyo) = (_272)
c) r+1 —2y—|—ln% =0, (x0,%) = (1,1).
d) ex-i-y ++ 2y = 07 (x07y0) = (]" _1)
& Pro funkce = = g(y), které jsou zadané na jistém okoli bodu (xg, 7o) implicitné nasle-

dujicimi rovnicemi (ovéfte), uréete funkéni hodnotu v bodé yy a v tomto bodé vypoctéte
prvni a druhou derivaci.

8.7. a) z—y+e¥=0, (x9,y)=(0,1).
b) z+y—2+In(zr+y—1)=0, (z0,40) = (2,0).

Vlastnosti implicitné zadané funkce y = f(x)

8.8. Rovnice In(zx +y+1) + % + 9y + 2 = 0 na jistém okoli bodu (—1,1) implicitné

definuje funkci f jedné proménné x. Vysetfeme na okoli bodu xy = —1 prubéh
funkce f pomoci jeji prvni a druhé derivace v bodé xy. NapisSme rovnici teény
ke grafu funkce f v bodé grafu (—1,1). Graf funkce f véetné tecny nakresleme
do obréazku.

Reseni: Leva strana dané rovnice F(z,y) = In(x +y + 1) + % +y + 2 je tiidy C(G),
kde G = {(z,y) € R* 2 #0 A xz+y > —1}, proto f € C®(—1 — 6, —1 + §) pro jisté
0>0.Pro ze€(—1—-46,—1+6) plati

ln(x+f(x)+1)+;+f(x)+2:0.

Postupnym ,,derivovanim rovnice“ ziskdme prvni a druhou derivaci funkce f.

d 3 _d L+ f@) 3 ey
aln(x—i—f(x)+1)+;+f(x)+2—d$(0) — T o)+ 1 x2+f()_0

Dosadme hodnoty x = —1, f(—1) = 1. Dostavame

1+f/(_1) / /
S oY F=1)
Protoze f'(—1) > 0 a f’ je spojitd, je funkce f na okoli bodu zyg = —1 rostouci.

Vypoctéme druhou derivaci funkce f.

Q[ 1S 3 ] P@) L P@F 6
wlorfm+1l 2 TS T T i e @0
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Dosadme hodnoty x = —1, f(—1) =1, f'(—1) = 1. Dostévame
') =4-6+f"(-1)=0 = [f'(-1)=5.

Protoze f”(—1) >0 a f” je spojita, je funkce f na okoli bodu xy = —1 konvexni. Te¢na
ke grafu funkce f v bodé (—1,1) ma rovnici

y=1-(z+1)+1 = y=x+2.

Na jistém okoli bodu (—1,1) je kfivka dané rovnici F'(z,y) = 0 grafem rostouci, konvexni
funkce proménné =z, kterd mé v bodé grafu (—1,1) za teénu pfimku y = x + 2, viz
obrazek 8.1. V)

¢ Nésledujici rovnice na jistém okoli daného bodu (z¢,yo) implicitné definuji funkce
jedné proménné y = f(x). VySetfete na okoli bodu zy prubéh funkci f pomoci jejich
prvnich a druhych derivaci v bodé z,. Napiste rovnice tecen ke grafum funkci f v bodé
grafu (xo,yo). Graf funkce f vCetné te¢ny nakreslete do obrazku.

8.9. a) e "+ay—2=0, (zo,%) = (1,1).
b) zy? +cosz+y =0, (x9,%) = (0,—1).
c) ye 1+ e —1=0, (z9,0) = (1,0).
d) y+ cos(xy) —3 =0, (x9,y0) = (0,2).
e) v+e +y+yt =0, (v0,9) = (~1,0).
f) 2y + 2% —siny+tgz =0, (zo,y0) = (0,0).
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Taylorav polynom implicitné zadané funkce y = f(x)

8.10. Rovnice 23y + tgy — 2z + 2 = 0 na jistém okoli bodu (1,0) implicitng defi-
nuje funkci jedné proménné y = f(z). Vypoctéme piibliznou hodnotu funkce f
v bodé x = 1,1 pomoci Taylorova polynomu 2. stupné funkce f v bodé zy = 1.

Reseni: Piipometime tvar Taylorova polynomu 75 pro funkci f v bodé zg = 1.

/()
2

To(x) = f()+ (D@ -1) + (x —1)*
Vime, 7e f(1) = 0. Uréeme hodnoty f'(1) a f”(1). Pro vypocet f’(1) pouZijeme napf.
vzorec, viz piiklad 8.4. Leva strana dané rovnice je F(x,vy),tj. F(x,y) = 23y+tgy—2x+2.
Uréeme jeji prvni parcidlni derivace v bodé (1,0).

OF OF 3 1 OF OF

R — 2 — - — e = — —_— =
8x(x’y) 37y — 2, ay(l’,y) x° + (1,0) = -2, ay(l,O)

=
cos?y Ox

Derivace funkce f v bodé zy =1 je

—2
M) =——==1.
Fay=-3
Na jistém okoli bodu xg =1 je funkce f’ déna analyticky vyrazem
322 f(x) — 2
fl(x) = - 3 ( )1 :
23 + ———
cos® f(x)

Odtud druhé derivace funkce f je

42 4 20(x)sin f(2)

[63.f () + 322 f(x)] cos” f(z)

Pt oty | B (@) 2
f”(ZL‘) _ COS f(:L‘)]

el

Dosadme hodnoty x =1, f(1) =0, f'(1) = 1. Dostévame

[3:3 +

3:-2+42-3

7 3.

)=
Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé xqg =1 ma tvar
3 2
Tg(x):x—l—a(x—l) .
Protoze f(z) = Tz(x) pro = z okoli bodu zo =1, je f(1,1) =T5(1,1) a
T5(1,1)=0,1—1,5-0,01 = 0,085.

P¥iblizna hodnota implicitné zadané funkce f v bodé x =1,1 je f(1,1) =0, 085. @
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¢ Nésledujici rovnice na jistém okoli daného bodu (z¢,yo) implicitné definuji funkce
jedné proménné y = f(z). Napiste Tayloruv polynom 7, téchto funkci f v bodé .
Pomoci Ty(z) vypoctéte ptiblizné hodnoty f(z) pro zadani x.

8.11. a) zy—lny+2*=0, (x9,10) = (0,1), == -0,1.
b) y+e' 1 +x—22=0, (zo,y) =(—1,1), x=-0,9.
¢c) ylnz+zeV —1=0, (x0,%) = (1,0), ==0,95.
d) ye® — 2+ 2% 2 =0, (79,y0) = (0,2), z=0,11.
e) zy+In(x+y)+2=0, (xo,y) =(2,—1), z=1,9.

£) 2%y — 4 —2+1=0, (20,5) = (1,1), ==1,05.

Teéna a normala k rovinné kfivce popsané rovnici F(z,y) =0

8.12. Napisme obecnou rovnici teény a norméaly k rovinné kfivce K zadané rovnici
ry —2Inx +y® = 0 v bodé (1,0). Urc¢eme thel, pod kterym kiivku K v bodé
(1,0) protina pfimka p: 3x +y — 3 =0.

Reseni: Pomoci véty o existenci implicitni funkce zjistime, zda je kiivka K na jistém
okoli bodu (1,0) grafem funkce jedné proménné. Leva strana rovnice je funkce F(z,y), tj.
F(z,y) =2y —2lnz +y* aziejmé F € C*(G), kde G = {(z,y) € R% z > 0}. Ovéime
obé podminky:

1. F(1,0)=0—0+0=0,

oF ) OF
2. a—y(x,y)—x—l—?;y = a—y(l,O)—l#O.

Jsou splnény, tedy na jistém okoli bodu (1,0) je rovnici F(z,y) = 0 implicitné definovana
funkce f proménné x. Te¢na ke kiivce K v bodé (1,0) je te¢na ke grafu funkce y = f(z)
v tomto bodé. Pro vypocet f’(1) pouZijeme vzorec, viz ptiklad 8.4. Uréeme parcidlni
derivaci funkce F' podle x v bodé (1,0).

OF 2 OF
- , e _ — _—_ 1, O == _2
oy Gy =y—— = 5-(10)
Smérnice tetny je f/(1) = — =2 = 2. Ze smérnicového tvaru rovnice tetny y = 2(z — 1)

dostaneme jeji obecnou rovnici
t: 20 —y—2=0.

Normalovy vektor teény méa soufadnice 77, = (2,—1). Normala n je kolmice na teénu
t v bodé (1,0). Tedy jeji normalovy vektor ma souradnice 7, = (1,2). Obecna rovnice
normdly je z+2y+c¢ = 0. Bod (1,0) dosadime do rovnice, protoze jim normaéla prochézi,
a vypocteme konstantu c.

l14c=0 = c¢c=-1 = n:x+2y—1=0
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V bodé (1,0) pfimka p kiivku K protind pod dhlem «, viz obr. 8.2. Tento thel svirad
pfimka p a te¢na t. Velikost thlu o vypoéteme ze vzorce, viz [MI], kapitola 13
M, - 1
cosa = “74’
[17p]] - |17
kde i, je normalovy vektor pfimky p, napf. 7, = (3,1). Dosadme do vzorce a vypoc-
téme a.

|(37 1)'(27_1)| — b — 2 — T O

COS ¥ = COSO¥ = ——= COSOx = —— o = —.
V10 /5 5v2 *

y

1k

y=f(x
> X
1
Obr. 8.2

Poznamka: K¥ivka /C je na okoli bodu (zg, %) grafem funkce jedné proménné y = f(z) a

Tedy rovnice tecny ke kiivee K v bodé (xg, o), kde yo = f(z0), ma tvar

%%(9507 yo)

Yy="0F

(x —20) + yo.-
3—y($0>y0)

Provedeme algebraické tpravy:

oF oF
%(ﬁo,yo) (x —x0) + a—y(xo,yo) (y—v0) =0

|}
oF oF
<%(5L‘o,yo)a 8—y(x0’y0)> : (33 — Zo, Y — 3/0) =0.

grad F(%, yo)
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Protoze body (z,y) a (zo,v0) jsou body tecny, je vektor (x — xo, y — yo) jeji smérovy
vektor. Z posledni rovnosti plyne, Ze je kolmy na gradient funkce F' v bodé (xg, o), tj.
grad F'(xg,y0) je norméalovy vektor ke kiivce K v bodé (zg,yo). Ukdzali jsme, Ze je-li
grad F'(zo,y0) # 0, 1ze obecnou rovnici teény ke kiivce zadané rovnici F(x,y) =0 v bodé
(20, Y0) odvodit z rovnosti

grad F'(zo, yo) - (x — 20, Yy — y) = 0.
V ptikladu 8.12. je grad F'(1,0) = (—2,1). Snadno napiSeme obecnou rovnici teény:
(-2,1)-(z—-1,y—-0=0 = 2@@-1)4+y=0 = —22+y+2=0.

{» NapiSte obecnou rovnici teény a norméaly v bodé A ke kifivkam danym nasledujicimi
rovnicemi.

8.13. a) y—e¥4+2=0,A=(0,1). b) 3lnz—y*—4yr*—3=0, A=(1,-1).

c) y+hny+z—222=0, A= (1,1).d) zy(z+1)—cosy=0, A=(-1,3).

¢ Vypoctéte thel, pod kterym piimka p v bodé A protind kiivku danou nésledujicimi
rovnicemi.

8.14. a) 2zlny+ylhz =0, A=(1,1), p: y=2z—1.
b) y+xz(e® —e¥) =0, A=(0,0), p:yz—?m.
c) v +yr*+2=0, A=(1,-1), p: y=—1.
d) 22 +y—-3+tg(x+y)=0, A=(-1,2), p:y=+V3(@x+1)+2.

8.2 Implicitni funkce dvou proménnych

Piedpokladejme, Zze F' € C*(G), kde G C R® je oteviend mnozina, k > 1 a Ze pro
(%0, Y0, 20) € G plati

]-) F(:L‘an())ZO) = 0,
oF

2) %Woayo, z0) # 0.

Potom rovnice F'(z,y,z) = 0 definuje na okoli bodu (xg,yo, 29) implicitné funkci dvou
proménnych z = f(z,y), tj. existuji ¢isla 6 > 0 a ¢ > 0 tak, ze pro kazdou dvojici
(x,y) € Os(xo,yo) existuje pravé jedno z = f(z,y) € (20 — €, 20 + €), které splituje rovnici
F(z,y,2) = 0. Navic f € C*(Os(z0,v0)).

Plati-li pfedchozi dvé podminky, muZeme Fici, Ze existuje okoli bodu (zo, yo, 20), kde
je plocha dana rovnici F(z,y,z) = 0 grafem funkce f proménnych x a y, pro kterou
20 = f(xo,y0). Stejné jako ve vété o existenci implicitni funkce jedné proménné lze roli
proménnych zaménit.

101

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



8.15. Pokusme se rozhodnout pomoci véty o existenci implicitni funkce, zda rovnice
e 4z + % — 5 = 0 na okoli bodu A = (1,4,2) implicitné definuje funkci
dvou proménnych.

ReSeni: Levé strana rovnice je funkce F(z,y,2), tj. F(z,y,2) = e*W™ + xz + % —5
a ziejmé F € C*(G), kde G = {(x,y,2) € R* z # 0}. Funkéni hodnota v bodé A je
F(1,4,2) =142+2—-5=0. Bod A lezi na plose dané rovnici F(x,y, z) = 0. Vypoctéme
prvni parcialni derivace funkce F' v bodé A.

oF oF 1 OF
%({L',y,Z) = (y - 4)ex(y74) + 2, a—y(xayaz) = xez(y74) =+ ;7 %(xaya Z) =T — %
Y
OF OF 3 OF
—(1,4,2) =2, —(1,4,2)=—-, —(1,4,2)=0
al_(77) ’ ay(??) 27 82(77)
Protoze a—F(A) = 0, neumime rozhodnout, zda dana rovnice na okoli bodu A néja-

kou implicitné zadanou funkci dvou proménnych x a y definuje ¢i nedefinuje. Naopak
%—Z;(A) = 0, resp. a—Z;(A) # 0, tedy danou rovnici je na jistém okoli bodu A implicitné
definovand néjaka funkce dvou proménnych = = g(y, z), resp. y = h(z, z), pro které zname

jednu funkéni hodnotu ¢(4,2) =1 a h(1,2) =4 a pro které plati F(g(y, 2),y,z) =0 pro
(y,2) z jistého okoli bodu (yo,20) = (4,2), resp. F(z,h(x,2),z) = 0 pro (z,z) z jistého
okoli bodu (zo, z9) = (1, 2). Q

¢ Rozhodnéte podle véty o existenci implicitni funkce, zda na okoli bodu A je nasledu-
jicimi rovnicemi implicitné definovana funkce dvou proménnych.

8.16. a) 3u2° — 2% — ;1 =0, A=(},1,2).
b) zyz —In(x+y+2)=0, A=(0,-2,3).
c) zeV % 4 2ry —3=0, A=(1,1,1).
d) zz(x +y) —cos(yz) =0, A= (1,0,1).
e) xz5+ln% +vzy2 =0, A= (-1,-1,1).
f) zcosz + zsin(zy) —y? =0, A=(0,0,0).
8.17. Rovnice 2%z + y*> + 1 — sin(yz) = 0 na jistém okoli bodu (1,0, —1) implicitné
definuje funkci dvou proménnych z = f(z,y). Vypoctéme 8—£(1,O), 3—5(1,0),

. d
o°f
9005 (L, 0).

Reseni: Funkce F(z,vy,2) = 232+y?+1—sin(yz) je tiidy C®(R?), proto f € C=(0s(1,0))
pro jisté § > 0 (m4 spojité parcidlni derivace vSech fadu). Derivace muzeme stejné jako
u implicitné zadané funkce jedné proménné pocitat dvéma zpusoby. Pouzijme pro prvni
parcialni derivace funkce f formule

OF oF
of %(:p,y,f(x,y)) of Jy (z,y, f(z,9))
—(%y):— ) _("L‘ay):_ ) ($79)60($ >y)
or Ly fay) O OE (2., f(2,1) o
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Zduraznéme, ze zname jedinou funkéni hodnotu implicitné zadané funkce f(1,0) = —1,
proto muze urcit jeji derivaci jen v bodé (1,0). Vypoc¢téme prvni parcialni derivace funkce
F v bodé (1,0,-1).

F F F
g—x(xa Y, Z) = 3.%'22, aa—y(xaya Z) = 2y - ZCOS(yZ), E;—Z(:C, Y, Z) = xB - yCOS(yZ)
¥

OF OF OF

—(1,0,-1) =-3, —(1,0,-1)=1, —(1,0,—-1)=1

ax( » ) ) ay( ) ) ) 82( ) )

Parcialni derivace 1. fadu implicitné zadané funkce f v bodé (zo,v0) = (1,0) jsou

of -3 of 1
L(1,0)=— === (1,0)= > =—1.

Pro (z,y) € Os(1,0) je funkce % podle predchozi formule dana analyticky vyrazem

OF (4 ) = - 32°f(xy)  _ 3a%f(x.y)
Oz w¥ —ycos(y f(x,y))  yeos(y f(z,y)) —a®

Protoze vSak nezndme explicitné funkei f(z,y) pro (z,y) # (1,0), nemuze tuto derivaci
vycislit. SmiSenou parcidlni derivaci funkce f ziskdme derivovanim funkce %g(x, y) podle
y pomoci pravidla pro derivaci podilu funkci.

21 o) — 3029 (w, y)ly cos(y f (x,y)) — 2%
0oy Y T T [ycos(y f(x,y)) — 22

32 f(w,y)leos(y f(@.y)) —ysinly f(z,9)(f(2,9) +y F(@.9))]
[y cos(y f(z,y)) — 2]

Dosadme hodnoty =z = 1, y = 0, f(1,0) = —1 a 2—5(1,0) = —1. SmiSena derivace
implicitné zadané funkce f v bodé (1,0) je
o*f —3-(=1)—(=3)-1

=6. @

6x8y(1’ )= (—1)2

Poznamka: Pti vypoctu parciadlnich derivaci implicitné zadané funkce dvou proménnych je
ptrehlednéjsi zkréceny zapis, kdy misto f(x,y) pouZijeme z, misto %(m, y) pouzijeme z,
a misto ?(m, y) pouzijeme z,. Ukazme tuto symboliku na pfedchozim piikladé.

Y

of 322z

%(x,y) ~ yeos(yz) — 2 —

ﬁ(:c y) = 322z, [y cos(yz) — ] — 3%z [cos(yz) — ysin(yz)(z + yz,)]
Oxdy "’ [y cos(yz) — x3]?

Zduraznéme, Ze z, z, 2, jsou funkce dvou proménnych x a y.
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8.18. Rovnice e®¥™4 424 % —5 =0 na jistém okoli bodu (1, 4, 2) implicitné definuje

funkci dvou proménnych = = g(y, z). Vypoctéme 2—5(4, 2), 29(4,2), 24(4,2).

’ Oz ’ 822
ReSeni: Leva strana dané rovnice F(z,y,2) = "4 4 z2 —|— — 5 je t¥idy C*(G),
kde G = {(z,y,2) € R3 2z # 0}, proto g € C*(0s(4,2)) pro JlSte o > 0. Ukdzeme
druhy zpusob vypoctu parcidlnich derivaci implicitné zadané funkce dvou proménnych.
Pro (y,z2) € O5(4,2) plati F(g(y,2),y,2) =0, tj.

eg(yvz)'(yfll) + g(y, Z) -z + g — 5 = O .
z

Leva a prava strana rovnice jsou funkce dvou proménnych y a z. Jestlize se pro kazdé
(y,2) € Os(4,2) rovnaji, rovnaji se také jejich derivace. Tedy ,derivovanim rovnice“
F(g9(y,2),y,z) = 0 podle y, resp. z ziskdme prvni parcidlni derivaci funkce ¢ podle
Y, Tesp. Z.

0

0
- 5,0 =

_ . 0 0 1
5 (53,2 + (0= ) 5402 ) + 5 50 2) + 2 =0

0 0
= el=9(y:2) g _
o [e +29(y, 2) + 5} 5,0 =
0z’ ’ 0z’ 22

Dosadme hodnoty y =4, z =2, g(4,2) = 1. Dostavame

dg 1 dg 3
1+ +2Pung-0 = Luy--2
9y _ 9y _

Druhou derivaci funkce g podle z ziskdme opakovanym ,derivovanim rovnice“ podle z.

9] _ dg dg y 9
— |eW=D9(:2) (o, _ 4) 22 = 2| ==
o ey - ) S0 4 o02) 45 50 2) - | = 0
4
dg 2 9%g dg 9g 2y
4 4 2 _
ol a2 )[(y 4) &(%2)] +elvm el )(9—4)@(%2)+2 @(yaz)_'_’z@(ywz)—i_; =0
Dosadme hodnoty y =4, z =2, g(4,2) =1, 8—9(4 2) = 0. Dostavame
D%g D?g 1
0+0+0+225(429)+1=0 = “5(4,2)=—5. v
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& Pro funkce z = f(z,y) zadané implicitné na jistém okoli bodu A = (zg, yo, 20) nésle-
dujicimi rovnicemi urcete funkéni hodnotu f(xo,y9) a vypoététe prvni a druhé parciilni
derivace v bodé (xg, yo)-

8.19. a) 2’ +x+y+sin(zz) =0, A=(1,-1,0).
b) (z+z2P+y*—2+(x+y)*=0, A= ( 1,0,1).
c) %+§+In(§+x):o, A=(-1,2,4).

d) 20 —1+yz—2e"* =0, A=(3,1,-3).

& Pro funkce = = g(y, 2) zadané implicitné na jistém okoli bodu A = (zg, yo, 20) nésle-
dujicimi rovnicemi urcete funkéni hodnotu ¢(yo,20) a vypoctéte prvni a druhé parcidlni
derivace v bodé (yo, 20)-
8.20. a) y—zz+e™ =0, A=(0,-1,3).
b) 2 —yz+In(z+y+2)=0, A=(-1,1,1).

& Pro funkce y = h(x,z) zadané implicitné na jistém okoli bodu A = (zg, yo, 20) nésle-
dujicimi rovnicemi urcete funkéni hodnotu h(xg, z9) a vypoctéte prvni a druhé parcidlni
derivace v bodé (xg, zo).

8.21. a) 22*+yP— 75 —1=0, A=(1,-1,0).

b) zz(x +y) — cos(yz) =0, A= (1,0,1).

Lokalni extrémy implicitné zadané funkce z = f(z,y)

8.22. Rovnice 2% — zy + In(z + y + 2) = 0 na jistém okoli bodu (1,1, —1) implicitné
definuje funkci dvou proménnych z = f(z,y). Pokusme se rozhodnout, zda ma
funkce f v bodé (xg,yo) = (1,1) lokdlni extrém. NapiSme rovnici tené roviny
ke grafu funkce f v bodé grafu (1,1, —1).

Reseni: Nejdiive musime ovéfit, Ze bod (1,1) je stacionarni. Potom pomoci Hessidnu
zjistime, zda méa funkce f v tomto bodé lokalni extrém. K tomu nam staci znat parcialni
derivace funkce f vbodé (1,1). Leva strana dané rovnice F(z,y,2) = z2—zy+In(z+y+2)
je tiidy C(G), kde G = {(z,y,2) € R*; x +y+ 2z > 0}, proto f € C(0s(1,1)) pro jisté
5 >0.Pro (z,y) € Os(1,1) plati F(x,y, f(x,y)) =0, tj.

(f(x,9))? —ay +In(z +y+ f(z,y)) =0.

Postupnym ,,derivovanim rovnice” podle x a y ziskdme prvni a druhé parcialni derivace
funkce f.

() ey a4y + f)] = 2(0) =
O (»
2 f(x,y) gf( y) — y+x+y3;;(xy;) =
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S (TP sy e by + f@)] = 520 —
1+—i(x Y)

+as+y+f(ar )

2ﬂmw%§mw—

Dosadme hodnoty x =1, y =1, f(1,1) = —1. Dostavame

2.(—1).%(1,1)—1+1+%(11) 0 — gi(u) 0,
2-(—1).2—5(1,1)—1+1+g—£(1,1):o — 25(11) 0.

Protoze %L(1,1) = g—i(l, 1) = 0, je bod (1,1) stacionarni. Funkce f muze mit v tomto
bodé lokalni extrém. Vypoctéme druhé parcialni derivace funkce f opakovanym ,derivo-
vanim rovnice“ podle = a y.

i L of

9 of gy | o
o |2/ @ y) 5 (y) y+x+yff(x’y) = 5-(0)
'_ 02 f of 2
of T oy Shayl sy f@- 1+ Y ey
2ag%w]+2ﬂww82(y%% EETES TR -
9 of ( ) .
T,y %m,y %z,y
2%@w£ﬂaw+2ﬂxw%£<wwﬂ+;ﬁggy—“h;£$ﬁ;”:o
of
B of L+5y@y) | o
0> f f (v |’
of 2 Pf a—?ﬁ(x,y)[Herf(%y)]— {1+ay(w,y)] -
Dosadme hodnoty x =1, y =1, f(1,1) = —1, %(1,1) 0, af( , )—O Dostavame
>*f *f _ >’f
0-2: 5L+ 55011 -1=0 = =5(L1)=-1,
O f O _ Ff -
0—2-axay(l,l)—l—kaxay(l,l)—l—o i axay(l,l)— 2,
>’f *f _ >’f
0—2- @(1 1)+@(1 1)—1=0 = 5 2 (1,1) = 1.

Hessian implicitné zadané funkce f v bodé (1,1) je

Hf:det{_ ]:—3<0.

106

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

#-90/-080.-08-826 NESI "600Z EYEId ‘8ZE1d A BX0IB0j0UL0B]-0%0IWBYD BIONS B)OSAA "PO IS| NIPNJS WUBACINDNIS OA || Ayiews)eyy z npepyd exijqs (uswieD BySIOWIS ‘910N BAOWING ‘BABISONIN BACOGNQ



Funkce f vbodé (1,1) nemé extrém. Bod (1,1) je sedlovy.Nakonec napiSme rovnici tecné
roviny ke grafu funkce f v bodé (1,1,—1).

z2=0-(z—-1)40-(y—1)—-1 = z=-1 Q©

¢ Nésledujici rovnice na jistém okoli daného bodu A = (x¢, yo, 20) implicitné definuji
funkce dvou proménnych z = f(x,y). Rozhodnéte, zda maji funkce f v bodé (z¢,yo)
lokalni extrém, pripadné urcete jeho druh. Napiste rovnice teénych rovin ke grafum funkci

f v bodé grafu A.

8.23. a) zcosz+rsin(yz) +y*+1=0, A= (0,0,-1).
b) y—xzz+e"* =0, A=(2,—1,0).
c) Y*+22—2yz+x—1+75 —2arctg(z2) =0, A=(1,1,1).
d) x5+ In(zy) — Vy2z +2=0, A=(-1,-1,1).
e) yer ¥V +2r2—3=0, A=(1,1,1).
) v+y+32+mLEE—0 A=(1,2,-1).
g) 3—(r4yz—e=0, A=(1,1,1).

Totalni diferencil implicitné zadané funkce z = f(x,y)

8.24. Rovnice 2z + z + arctg 5 Y = = 0 na jistém okoli bodu (—1,0,2) implicitné
definuje funkci dvou proménnych z = f(x,y). Vypoc¢téme pfibliznou hodnotu
ptirastku funkce Af = f(—0,85;—0,1)— f(—1,0) pomoci totalniho diferencidlu

funkce f v bodé (—1,0).

Reseni: Pfipometime tvar totalniho diferencialu pro funkci f v bodé (xg, ) = (—1,0).

af of
df(—1,0) = —(—-1,0)d —(—1,0)d
F=1.0) = GH(=1.0) do + 5 (-1,0) dy
Pro vypocet prvnich parcidlnich derivaci implicitné zadané funkce f v bodé (—1,0) pouZi-
jeme vzorce, viz piiklad 8.17. Leva strana dané rovnice je F'(x,y, z) = 2x+z+arctg et
F € C*(G), kde G = {(x,y,2) € R® = # z}. Vypoctéme jeji prvni parcidlni derivace
v bodé (—1,0,2).

oF Y oF
il —or— 7 = Z(11,0,2)=2
oF z—x oF 1
= S — = (-1.02) ==
ay(xayaz) (z—x)2+y2 ay( » Uy ) 3
oF Yy oF
il 11— = (11,02 =1
Parcialni derivace 1. fddu funkce f v bodé (—1,0) jsou
of 2 of 1
(1,00 = -2 =2 1,00 =—2 =
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Totélni diferencidl implicitné zadané funkce f v bodé (—1,0) ma tvar
1
df(-1,0) = —2dz — gdy.
Pro (z,y) blizkd (—1,0) plati

Af=fxy) - f(=1,0) =df(-1,0).

V naSem ptipadé je (x,y) = (—0,85;—0,1). Proménné = se méni z hodnoty —1 na —0, 85;
tj. de = x — 29 = —0,85 — (—=1) = 0,15 a proménnd y z hodnoty 0 na —0,1; tj.
dy =y —yo = —0,1 —0= —0, 1. Pfiblizn& hodnota prirustku funkce f je

Af = f(—0,85;—0,1) — f(—1,0) = df(—1,0) = —2-0, 15 — % (=0,1) = —0,26. Q

&  Naésledujici rovnice na jistém okoli daného bodu A = (zo,yo, 20) implicitné defi-
nuji funkce dvou proménnych z = f(z,y). Vypoctéte pfibliznou hodnotu piirastku funkei
ANf = f(z,y) — f(xo,y0) pomoci totalniho diferencidlu funkce f v bodé (xg,yo).

8.25. a) z*+y+4z—ze!™ =0, A=(1,-2,3), (x,y)=1(0,9;-1,38).
b) % —InZ log(r+10)=0, A= (0,1,1), (x.y)=(0,15;1,05).
C) .%'33/2 —|—l‘y5 + 223 = 07 A= (17 _17 1)7 (x,y) = (1705;_078)'

d) zz+y— % —cos(zy) =0, A=(2,0,1), (x,y)=(2,03;-0,12).

Taylorav polynom implicitné zadané funkce z = f(x,y)

8.26. Rovnice 4/z + 5—2 — y? = 0 na jistém okoli bodu (0, —2, 1) implicitné definuje
funkci dvou proménnych z = f(x,y). Vypoc¢téme piibliznou hodnotu funkce
f v bodé (z,y) = (0,15;—1,9) pomoci Taylorova polynomu druhého stupné
implicitné zadané funkce f v bodé (0, —2).

Reseni: Pfipomeinime tvar Taylorova polynomu 75 pro funkci f v bodé (xg, 1) = (0, —2).

0 0
Toe,) = £0.-2)+ 5H0.-2) 0+ S 0.2
102 0? 10°
3 8—;20(0’ ~2)- 2+ E)xéfy (0,=2)-z(y+2)+ 5 a—yé(oa ~2)-(y +2)*

Vime, ze f(0,—2) = 1. Pro vypocet hodnot %(O,—Q) a %(0,—2) pouzijeme napf.
2
vzorce, viz piiklad 8.17. Leva strana dané rovnice F(x,y,z) = 4+/z + % —y? je tiidy

C>(Q), kde G = {(z,y,2) € R}, 2 >0 A y # 0}, proto f € C(0s(0,—2)) pro jisté
0 > 0. Urfeme parcidlni derivace 1. fadu funkce F' v bodé (0, —2,1).
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oF 2w oF x? oF 2 x?

— = - — T gy R
) o (2,y,2) 2 5 (2,y,2) N
\
oF oF oF
—(0,-2,1)=0, —(0,-2,1)=4, —(0,-2,1)=2
ax ( ? ? ) ? ay ( ) ) ) Y az ( ) ) )
Prvni parcidlni derivace implicitné zadané funkce f v bodé (0,—2) jsou
af 0 af 4
—(0,-2)=—=-=0 —(0,-2)=— - = -2
ax ( ? ) 2 ? ay ( Y ) 2
: of _of .. o,
Pro (z,y) € Os(0,—2) jsou funkce Iz a a—y dany analytickymi vyrazy
2
x
8f( ) Z—ﬁ 2z 8f( ) IR 2y 2,4 29322
ox Y 2 _a® g2 2yz3 dy i 2 2 y2s — g2y

kde z = f(z,y). Dale budeme p?uiivat pro %(m,y) oznaceni z, a pro g—g(:c,y) symbol z,.
Derivovanim pfedchozich vyrazi podle z a y ziskdme druhé parcialni derivace implicitné

zadané funkce f.

e P | 223 — 22l — By V7]

00* " Ge 42~ 2y2 22— 2.0

0% f (2.1) 0 l 2wz ] 2wz, (1% — 2yz2] — 2wz[—225 — 3yz, /7]
T,y) = — | = i

drdy Y Iy |22 — 2yz> (22 — 2y22]2

0
Oy? Y Oy

[xQz + 2y322] _ (222, + 6y222 + 4yP22,)|[20222 — 22y
29222 — %y (2227 — 22y
(222 + 20322)[dy 27 + 3y2z, V/Z — &7]
2yl — 22y

Dosadme = =0, y = =2, z= f(0,-2) =1, z, = é)—j:(O, —2)=0a z, = 2(0,-2) = —2.

Pak 0 Jy
a.
P Ff 2.4-0 1 o2 f 0—0
8952(0’_2)_ 42 9 8x8y(0’_2)_ 42 =0,
Rf (24 +64) -8 +2- (—8 — 24)

Tayloruv polynom 2. stupné implicitné zadané funkce f v bodé (0, —2) mé tvar
2

€T 3
Tg(:t,y):1—2(y+2)+z+§(y+2)2.
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Protoze f(xay) = T2(x7y) pro (l‘, y) € 05(07 _2)7 je f(oa 15 ) _17 9) = T2(07 15 ) _17 9) a
T5(0,15;-1,9)=1-2-0,14+0,25-0,15* +1,5-0,01 = 0, 820625 .
Pfiblizna hodnota funkce f v bodé (0,15;—1,9) je f(0,15;—1,9) = 0,820625. v

¢ Nésledujici rovnice na jistém okoli daného bodu A = (x¢, yo, 20) implicitné definuji

funkce dvou proménnych z = f(z,y). Napiste Tayloruv polynom 7, téchto funkci f

v bodé (xg, o). Pomoci Ty(x,y) vypoctéte priblizné hodnoty f(x,y) pro zadané (z,y).
8.27. a) zz+In(y+2)+2%y =0, A=(0,2,-1), (z,y)=(0,06;2,1).

b) y+em+$y—+22 =0, A=(-2,1,0), (z,y)=(-2,05;1,15).

c) M—zp +4=0 A=(1,-2-1), (2,y)=(0,8;-2,08).
(

d) 2az -4 —22P =0, A=(1,1,1), (z,y)=(0,88;1,12).

¢ Nasledujicimi rovnicemi jsou na jistém okoli daného bodu A = (0,0, 2) implicitné de-
finované funkce dvou proménnych z = f(z,y). Pro malé hodnoty |z|, |y| urcete aproximaci
funkce f Taylorovym polynomem daného stupné.

a) sin(yz)
-1
b) zyeV + zln(x —2) =0, z=-1, n=1.

8.28. +2%y+2-1=0, z=1, n=1.

c) zy* —2y+z+1+arctgL =0, z=-1, n=2.
d) 26" Y +aye*3—-3=0, 20=3, n=2.

Aplikaéni ulohy

Je-li grad F(xg, Yo, 20) # (0,0,0), pak je gradient funkce F' v bodé A = (xg, 4o, 20) norma-
lovym vektorem k plose o: F(z,y,z) =0 v bodé A. Body (z,y,z) tetné roviny k plose
o v bodé A splnuji rovnost

grad F'(zo, Yo, 20) - (z — T0, Y — Yo, 2 — 20) = 0.

e 8.29. Napisme obecnou rovnici teéné roviny k elipsoidu z? + 2y% + 322 — 21 = 0
v bodé (4,1, 1). Dale najdéme body elipsoidu, v nichZ je te¢na rovina rovnobézna
s rovinou x + 4y + 6z = 0.

Reseni: Leva strana rovnice je funkce F(z,v,2), tj. F(x,y,2) = 2% + 2y* + 322 — 21.

Vypoctéme jeji gradient v bodé (4,1, 1). Prvni parcidlni derivace funkce F jsou

oF OF oOF
%(x7y7z) _21‘7 a—y(l‘ay7z) _4y7 g(l’vyvz) =06z.

Gradient funkce F v bodé (z,y,z) je vektor grad F(x,y,z) = (2z, 4y, 6z). V bodé
(4,1,1) je grad F(4,1,1) = (8, 4, 6). Tento vektor je normalovy vektor teéné roviny 7
k elipsoidu v bodé (4,1,1). Tedy pro body (z,y,z) € T plati

(8,4,6) - (x—4,y—1,2—1)=0.
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Provedme skalarni soucin.
8r—4)+4(y—1)+6(z—1)=0 = 7: 8x+4y+62—42=0

Tecnd rovina k elipsoidu a dané rovina z + 4y 4+ 62 = 0 jsou rovnobézné, jestlize jejich
normalové vektory jsou linedrné zavislé, tj. grad F'(z,y,2) = (2z, 4y, 62) je nenulovym
nasobkem vektoru 7 = (1,4,6). Gradient uvazujeme pouze v bodech (z,y,z) elipsoidu,
spliiuji rovnost z? + 2y* + 322 — 21 = 0. Hledané uspotadané trojice (z,y,z) tak fesi
soustavu algebraickych rovnic

2e=Fk, ke Z\{0} =k v="%
4y =4k y=k y==k
— —
6z =6k s—k z=k
k)2 2 2
22+ 2% + 322~ 21=0 (5) +2K+ 3K —21=0 k=42,

V bodé T = (1,2,2) a Tp = (—1,—2,—2) maji te¢né roviny k elipsoidu rovnici

r+4y+62+d=0, deR.

Dosazenim bodu 7 do rovnice ziskdme d; = —21, tj. tetna rovina v bodé T; = (1,2,2)
je ©+ 4y + 6z — 21 = 0. Po dosazeni bodu Tp = (=1, -2, —2) vypocéteme dy = 21, tedy
tecnda rovina v bodé T, je x + 4y + 62 + 21 = 0. Q

¢ Urcete obecnou rovnici teéné roviny k nasledujicim plochdm v bodé A.

8.30. a) y—xzz+e¥* =0, A=(1,0,1).

b) 2? +yz+In(z+3y+2) =0, A=(-1,1,-1).

c) 23 +y*z — :Ely =0, A=(1,-1,1).

d) zz(z —y—2)+sin(yz) =0, A=(2,0,3).

8.31. Najdéte body na sféie 2% +y? 4 22 — 6y + 42 — 12 = 0, v nichZ jsou tec¢né roviny
rovnobézné se souradnicovymi rovinami.

e 8.32. Napiste rovnici tecné roviny k elipsoidu z? + 432 + 92% — 36 = 0, kterd vytina na
soufadniciovych osach tytéz kladné tuseky.
8.33. Vypoctéte totalni diferencial d7' pro jeden mol redlného plynu, ktery se fidi
3

Redlichovou-Kwongovou stavovou rovnici PV = RT + P (b— =T 5), kde
a, b, R jsou konstanty.

8.34. Entropie S je funkci teploty a tlaku P, tj. S = S(T, P). Vypoctéte <g_1€)v pro

plyn, ktery se 1idi Redlichovou-Kwongovou rovnici, viz predchozi piiklad.

8.35. Vypoctéte pribliznou zménu objemu V' jednoho molu redlného plynu, ktery se
fidi van der Waalsovou stavovou rovnici (P + %) (V. —b) = RT, kde a, b, R
jsou konstanty, jestlize se tlak zméni o dP a teplota o dT'.
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)V pro jeden mol realného plynu,

L1 .(2E
Py \OT

teploté a tlaku, tj. z = 2(7, P) a R je konstanta.
112

ktery se ridi stavovou rovnici PV = zRT, kde z je kompresibilitni faktor zavi-

’

Vypoctéte koeficient rozpinavosti ~
sejici na

e 8.36.



9 Aplikace integrala funkci jedné proménné

9.1 Geometrické aplikace

Nejdrive si uvedeme vzorce, které budeme v tomto odstavci pouzivat.
Délka kiivky v kartézskych soutfadnicich (kfivka je grafem funkce y = f(x), x € (a,b)):

l= /\/1 + (f'(x))*dx.

Délka parametricky zadané kiivky x = g(t), y = f(t), t € {(a,b)):

1= [Vlg@) + ()

Objem rotacniho télesa (kolem osy z rotuje rovinny obrazec ohranifeny grafem funkce
y = f(z), osou x a pfimkami x = a, x = b):

V= 7T/bf2(l‘)dl‘.

Plosny obsah obrazce zadaného v polarnich souradnicich (obrazec ohrani¢eny grafem funkce
v polarnich soutadnicich r = f(p), ¢ € («a, 5) a polopfimkami o rovnicich ¢ = «, ¢ = 3):

P = —/ﬁfZ(w)dw-

«

Vypocet délky krivky
9.1. Vypoétéme délku kiivky, kterd je grafem funkce y = 2Inx, x € (1, 2).

Reseni: Kiivka je nakreslena na obr. 9.1.
Nejdiive vypoéteme f'(z) = % Po dosazeni
do vzorce dostaneme 1t

2
2 2
L= [y1+(5) de.
x
1
Integrand nejprve upravime 71 2

P ola2 4 RV !
= [\ = [ :
xXr xr -1 /
1 1

Pro vypocet integralu pouzijeme substituci ,

t— V214 Obr. 9.1

Y
x
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=Vr2+4 = 22=t2-14
2 2 " B
;o / x2—|—4dx:/ x2+4xd:p: dt:mdxétdt—xdx _

/ x J x? r=1=t=+56
r=2=1t=2/2
22 .2 2v/2 f_9 22
= dt = 1+———dt N U
2 —4 t+2 |t + 2|
5 V5

wz—z)(w )
(2 (V5

— 2\f—\/5+1n( )i1,71688.

@
¢ 'V nasledujicich prikladech vypocitejte délku kiivky, kteréd je grafem dané funkce.

9.2. a) f(z)=va3, z€(0,%). b) f(z)=2Va5, € (0,1).
c) f(x) = ”;’1—2 —sInz, z € (1,¢). d) f(z) = 3(z — 3)\/, mezi prisediky

s osou .
©93. f(z)=Insinz, v € (3, 7).
9.4. Vypoctéme délku kiivky zadané parametrickymi rovnicemi:
2 . d
x =cos’t, y=t—sintcost, t € (0, §>
Reseni: Nejdifve si vypocteme derivace funkci x(t) a y(t):
2'(t) = —2cost sint, 3/ (t) = 1 — cos®t + sint = 2sin?¢.

Po dosazeni do vzorce dostavame

2 E
[ = /\/(—2costsint)2+(2sm t)2dt = /\/4c052tsin2t+4sin4tdt:
0

= / sin tdt—2/|smt|dt—Z/Slntdt—2[—cost}§ =2(0+1)=2.
0

@
¢ 'V nésledujicich pfikladech vypocitejte délku kiivky, kterd je zadana parametrickymi
rovnicemi.

9.5. a) z(t) = 3¢ b) z(t) = sint
y(t) = (2 —3)t, te(0,4/3). y(t) = t+cost, te(0,7).
c) z(t) = sint+ cost d) z(t) = 2t
y(t) = sint —cost, t € (0,7). y(t) = V312, t€(0,1).
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©9.6. a) z(t) = 2Vt b) x(t) = t—sint
y(t) = Int, te€(3,8). y(t) = 1—-cost, te(0,2m).

Vypocet objemu rota¢niho télesa

9.7. Vypoctéme objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohra-
ni¢eného kiivkami y = /z, y =0, z = 1, = 8 kolem osy .

Reseni: Nejdiive si na¢rtneme téleso, jehoZ ob-
jem budeme pocitat. Téleso vznikne rotaci ro-
vinného obrazce P kolem osy z (viz obr. 9.2).

Objem rotacniho télesa je dan integralem:
8

V:W/(%fdx.

1

Nyni tento integral vypocteme.

8 578
33 93
V:ﬂ'/l‘%dl‘:ﬂ'[gg] :gﬂ'(32—1):€ﬂ'.

1

1

Obr. 9.2 V)

& Vypocitejte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranice-
ného danymi kiivkami kolem osy x. Nacrtnéte rovinny obrazec a téleso.

9.8. a) y=cotgr, y=0, z =1 b) y=x—22% y=0.
c) y=lnz, y=0, z=e. d) y=arctgz, y=0, x =1.
e)y:x%rl,yzo,xzo,mzl. f) y=@—-12+1,y=0, z=2.

9.9. Vypoctéme objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohra-

ni¢eného k¥ivkami y = /7, y = 22 kolem osy =.

Reseni: Nejdiive si nacrtneme téleso, jehoZ ob-
jem pocitame. Vypocteme pruseciky obou kii-

vek:
y=ve = Vi==zr=1'=>
y =
0,0
=a2'-2=0& (z=0Vz=1) = L 1}.

Téleso vznikne rotaci rovinného obrazce P ko-
lem osy x (viz obr. 9.3). Objem rota¢niho télesa
je dan rozdilem dvou integralu:

Obr. 9.3
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1 1

V:w/(\/})de—w/(ﬁ)de.

0 0

Prvni integral popisuje objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce
P, = P+ P, kolem osy x. Druhy integral predstavuje objem télesa, které vznikne rotaci
rovinného obrazce P; kolem osy x. Nyni integraly vypocteme:

vzﬁ(jxdx_jm) (HH) (oo

0 0

Q©

& Vypocitejte objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranice-
ného danymi kiivkami kolem osy x. Nacrtnéte rovinny obrazec a téleso.

9.10. a)y:\/1—$‘2’y:1—x, b) y:\/2—x2’y:x2'

c) y=sinz, y=coszaz =0, d y=2}y=2—-zaz=0,
predpokladejte x > 0. predpokladejte x > 0.
e) y=352, y=22 =1 f) y=22y=2—-way=0.

Vypocet plosného obsahu obrazce zadaného v polarnich souradnicich

9.11. Nakresleme kiivku danou v polarnich soutradnicich r(¢) = 2(1 —sin¢) a vypodi-
tejme plosny obsah obrazce omezeného touto ktrivkou.

ResSeni: Proménna r je vzdalenost bodu od pdlu, proto r > 0. V naem piipadé musi
platit 2(1 —sin ) > 0. Tato nerovnice je splnéna pro ¢ € R. Protoze je dané funkce r(p)
periodickd s periodou 27, vySetiujeme jeji prubéh naptiklad na intervalu

).

Kfivka vychdzi z pocatku (r(—2) = 0). Protoze funkce r(p) je na intervalu (—2F, —Z)

rostouci, kiivka se pro tyto uhly od pocatku vzdaluje. Pro ¢ € (=73, %) se kiivka zase

piiblizuje k pocatku, protoze funkce r(y) je zde klesajici. Protoze r(%) = 0, kfivka se

vraci do pocatku. Kiivka se nazyva kardioida a je nakreslena na obr. 9.4. Protoze rovinny

obrazec omezeny danou kiivkou je symetricky, muzeme pocitat pouze polovinu obrazce a

uvazovat pouze interval (—7, 7). Hledana plocha tedy je:

3T mw

€{——,=
@ € 55

1 2
P o= 2p=2; [r)dp=

4 (1—sinp)®dp=4 [ (1—2 sinp+sin®p)dp =

\Mlzl
\Mlzl

-3 -3 -3
2 s
1 —cos2 3 in2p]?2
=4 /(1—2 Singp—k%)d@:él [icp—i—Q cosgp—sméltp}2 = 6.

s
2
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ho kiivkou

i¢ené
2 —sin? p — cos .

—2sin 2¢.

b) r(p)
d) r(»)
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Obr. 9.4

v/

vz

¢V néasledujicich pfikladech vypocitejte obsah rovinného obrazce ohrani

sin 2¢
cos 3.

h soutadnicich. Rovinny obrazec nacrtnéte.

arnic

’

a) r(p)
c) r(p)

danou v pol
9.12.



10 Dvojny integral

V této kapitole budeme integrovat funkce dvou proménnych pies mnozinu D C R2. Po-
drobné teorii je vénovana kapitola 10 ve skriptech [MII].

10.1 Vypocet dvojného integralu pres obdélnikové obory
Predpokladejme, Ze funkce f(z,y) je spojitd na mnoziné D = (a,b) X (c,d). Potom k vy-
poctu dvojného integrélu pouzijeme vztah (Fubiniova véta)

d b d

/| f(x,wdxdy:/</f<x,y>dx>dy=/b</f<x,y>dy>da:.

[

10.1. Vypoctéme dvojny integral

// "t dx dy, kdeD:{(x,y)e[Rz; 0<z<1 0<y<2}
D

Reseni: Integrovana funkce je spojita na obdélnikovém integraénim oboru D, jsou splnény
predpoklady Fubiniovy véty. Pfevedeme tedy dvojny integral na dvojnasobny:

D/ / ¢ dp dy — /1 ( /2 o2y dy) do — O/1 o ( /2 o2 dy) dr — ( /1 e"’”dx) ( /2 e2ydy) -

0 0 0 0

-l [ e () i

2
10.2. Vypoctéme // 1 ’ 5 dzdy, kde D = (0,2) x (0,2).
potTY
Reseni: Funkce f(x,y) = % je spojitd na D = (0,2) x (0,2). Pomoci Fubiniovy véty

prevedeme dvojny integral na dvojnasobny. Na potradi integrace nezalezi, nebot integrac¢ni
meze jsou konstantni.

x? t(7 x? 2x 1
//7dxdy = /(/ 7013/)0190:/— /7013/ dr =
2,2 2,2 2

J 4 4+ 22y s \J 4+ 2%y / 4 / 1+(zy)

22
arctgr dv = |— arctg x| — Z .
4 0

= :aurcth—l/2 (1— L )dx:arctg2—1[x—arctgx]2 =
2) 2?41 4 0

= a,rctg2—l+larctg2 :§arctg2—1. @
2 4 4 2

118

LLZ E7b 022 (0Zh+) 18} ‘ZO JUOSADINISIIEABPAN :|IBW-8 */Z0 YOS INS[}eAEPAN//:AIY ‘BUBI] LHOSA INSIOIEABPAA BA Jeupalqo 82| nyiuy)

$-90/-080.-08-8.6 NESI "600Z BUEId ‘0ZB1d A B301B0|0ULOS)-0XDILSYD BIONS BYOSAA "PO IS|, "NIPMIS WOUBACINNINIS OA || Ayiewaley z npepid eiiqs (uswWIeD BysISWIS ‘S1onT BAOULING ‘BABISOII BA0OqN]



¢V nasledujicich ptikladech vypoctéte dvojny integral pres obdélnikovy integracni obor.

10.3. a) // (¢* — 4y +7)dedy; D= (-1,2) x (~2,3).

b) //xeydxdy; D =(0,4) x (0,1).

<) // lfﬁ dedy; D =(0,1) x (0,1).

d) Z/xsin ydrdy; D =(1,2) x (0,%).

e) // (+y) Inydedy; D =(0,1) x (1,2).
f) 7/ ye@ ) dzdy; D = (0,1) x (0,1).
g) Z/ mdxdy; D = (3,4) x (1,2).

h) // ?ysin(z +y?)dedy; D =(0,3) x (0, /7).

10.2 Vypocet dvojného integralu pres standardni mnozZiny

V tomto odstavci opét vyuzijeme Fubiniovu vétu, tentokrat pro vypocet dvojného integralu
pres standardni mnoziny 1. a 2. typu:

1. Necht existuje dvojny integral funkce f(x,y) pfes standardni mnozinu D 1. typu,
D= {(z,y) € R% z € (a,b), p1(x) <y < pa(x) },

kde ¢i(x) a @o(x) jsou spojité funkce na intervalu (a,b) spliujici podminku
v1(z) < po(z) pro kazdé z € (a, b). Pak

//f(x,y)dxdyz/b ( W/(x)f(:c,y)dy)dx.
b a i)

2. Necht existuje dvojny integral funkce f(z,y) pres standardni mnozinu D 2. typu,

D={(z,y) eR% y € (c,d), ¥a(y) <z <(y) },

kde v1(y) a 1o(y) jsou spojité funkce na intervalu (c,d) spliujici podminku
Y1(y) < ¢2(y) pro kazdé y € (c,d). Pak

2(y
//f(as,y>dxdy=/d ( w/ )f(w,y)dw)dy-
D ¢ ¥1(y)
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10.4. Nacrtnéme integracni obor integralu I. Zaménme poradi integrace a pak integral
vypoctéme.
Yy

:/1 /(3x2+y) dz | dy.

y2

Reseni: Integraénim oborem je mnozina

D ={(z,y) eR* ye(0,1), v’ <z < ¥y}

Je to standardni mnozina 2. typu, Mnozina D je
znazornéna na obr. 10.1. Abychom mohli zaménit
poradi integrace popiseme mnozinu D jako stan-
dardni mnozinu 1. typu:

€(0,1), 2° <y < V.

Nyni provedeme zaménu poradi integrace a inte-
gral vypocteme:

1 (Y 1 [ Vz
I = / /(3x2+y)dx dy:/ /(3x2+y)dy dz
0 \u2 0 \u3
r 21V= 1 6
= [Pty L] ar=[(32f 4 80T ) o=
2], 2 2
0 = z 0
_ (6,2 2 a1 RS S
B A V] M A I R VR Ty v

¢ 'V nésledujicich pfikladech nakreslete integra¢ni obor integralu, zaménte poradi inte-
grace a integral vypoctéte.

10.5. a)/ / cosx_ydx dy. b) /(/ sm—dy)d

<) /(/ ”ydy) dx+/ (/ oy dy) de.
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¢ 'V nasledujicich prikladech zaménte poradi integrace.

10.6. a) /(/ :cydy)dx b) / / f(z,y)dy | dz.

-1

Inx

2

c)/(/ xydy)dx d) / /zf(xy)dy dx—I—/ /1 f(z,y) dy | dzx.

N9

10.7. Vypoctéme dvojny integral funkce f(x,y) = x + y* pies mnozinu D, ktera je
ohranicena grafy funkci y = 2x, y = x a pfimkou =z = 1.

ResSeni: Integracni obor je na obrizku 10.2.
Dvojny integral pievedeme na dvojnasobny.
Funkce f(z,y) je spojitd na R? Integracni obor
popiseme jako mnozinu 1. typu

D= {(z,y) €R* 2 €(0,1),2 <y < 2z},
p1(z) =z, pa(r) = 22, P1(x), P2(x) jsou spojité

na (0,1) api(z) < po(x) Vo € (0,1). Predpoklady
Fubiniovy véty jsou tedy splnény.

] (Hyz)dxdyzo/l(j(x+y2)dy)dx:
Flow s 2T am (2 72) e

0 z 0
[3 mT_l 711

=4
3 12

3T

&  Vypoctéte dvojné integraly. Integracni obor nakreslete.

10.8. a) // e’ dz dy,
D

kde D je trojuhelnik s vrcholy A = (0,0),

b) //fdxdy,
Iy

A:Zx
2 ____________

Obr. 10.2

~(1,1), C=(0,1).

kde D je ohranic¢ena grafy funkci y = z, y = 1 a pfimkou x = 2.
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o [[ @*+ydray,

kde D je omezena mnozina ohrani¢end kiivkami y = 22, y?> = z.

d) // zy? dz dy,
D

kde D je mnozina, ohrani¢ené kiivkou y? = 4x, pifmkou z = 1 a y = 0,

lezici v I. kvadrantu.

e) // (2% + y*) do dy,

kde D je rovnobéznik, jehoz strany lezi na ptimkach y =z, y = x + 1,
r=1az=3.

f) // ev dzx dy,
D

kde D je ohranicena kiivkou x = —y? a pifmkami z =0, y = 1.
g [[ vitydeay,
D

kde D je ohranicena piimkami z =0,y =0,z +y—1=0.

10.9. Vypoctéme dvojny integral funkce f(z,y) = 1+ = pfes mnozinu D, kterd
je sjednocenim dvou mnozin D;, D,. Mnozina D; lezi v poloroviné z < 0 a je
ohranicend grafy funkci y = 22 —4 a y = —3z. Mnozina D, lezi v poloroviné
x > 0 a je ohranicené grafy funkei y =22 —4 a y = 0.

Reseni: Nakreslime integra¢ni obor D, viz obr. 10.3.
Z obrazku je ziejmé, ze D = Dy U Dy. Mnoziny D; a
D, popiSeme jako standardni mnoziny 1. typu. Na-  \ 12
jdeme nejprve pruseciky grafu funkci, tj. y=-3X
prox <0: ??—4=-3r22+32x-4=0
Sa=—4ay =12,
prox > 0: x2—4:0<:>x3:2ay3:0.

Pro mnoziny D;, D, plati

-4 0
Dy = {(z.) €R% € (~4,0), 22 4 <y < —3a), \\
Dy = {(z,y) € R* 2 €(0,2), 2* —4 <y < 0}.
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Funkce f(z,y) =1+ x je spojita na standardni mnoziné D = D; U Dy, tedy:

/ (1+2)dedy = // (1+x)dxdy+// (14 2)dzdy =

0 [/ -3 0
= / /(1+x)dy dx+/ / (14+2)dy | dz =
—4 x2—4 x2—4

0

= /(1+$)( 3z — (2% — )) dx+/(1+x)<0—(w2—4)) dx =

2
= /(4+x—4x2—x3)dx+/ (4442 —2° —2%)de = —4.
0

—4

¢V nasledujicich pfikladech vypoctéte dvojné integraly
10.10. a) / / xy dedy, kde D je trojuhelnik ABC, ktery méa strany na primkach
y=x, y=—r a y=—2xr—3.

b) //e dzdy, kde D je lichobé&nik s vrcholy P =[-2,0],Q =[-1,0],
R=1[0,1],5=]0,2].

10.3 Substituéni metoda

Predpokladejme, ze existuje dvojny integral funkce f(x,y) pfes standardni mnozinu D a
ze & = (p,1) je regularni zobrazeni, které zobrazuje standardni mnozinu H na standardni
mnozinu D. Pak muzeme pouzit substituci pro dvojny integral

JJ fayydzdy = [[ flptuv). v v)) - [(,v)|dude,

kde J(u,v) je Jacobidn zobrazeni ®(u,v) = (p(u,v), ¥ (u,v)). Nejéastéji pouzivame substi-
tuci do polarnich soufadnic, tj.

r = TCOS
O e (0,00), ¢ € (0,2m).
y = rsing

. 'V pfipadé polarnich soutadnic je Jacobian J(u,v) = r.

10.11. Vypoctéme dvojny integral
I= // (2% + y*)y/1 — 22 — y2da dy,
D

kde D = {(z,y) € R% 22 +y? < 1}.
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Reseni: Protoze mnozina D je kruh pouZijeme substituci do polarnich soufadnic. Regularni
zobrazeni ®(u,v) = (r cos, rsin ) zobrazuje mnozinu

H={(r,p) €R* r € (0,1), p € (0,2m)}

na mnozinu D \ {(0,0)}.
Provedeme substituci do polarnich souradnic, dvojny integral prevedeme na dvojnasobny
a vypocteme ho.

I = // (T2COS2(,0+T’QSin2§0)\/1—T’QCOSQQD—T2Sin2(pTde(p:// r?V1—r2rdrde =
H H

= /1 (77"3\/Wd<p) dr = (71 d(p) (/1r3m dr) =

. 1—r% = u? .
=27 /7"3\/1—7“2 dr = “2rdr = Zudu :27T/—(1—u2)u2du:
5 r=0 = u=1 J
r= = u=20
1 3 571
1 1 4
:27T/(u2—u4)du:27r £ :27T<———>:—7r_
3 5], 3 5 15
0 Q

¢ K vypoctu néasledujicich dvojnych integralu pouzijte vhodnou substituci.

10.12. a) // (22 +y*) dady, kde D = {(z,y) € R? 2% +y? < 4}.

D

b) [[ (w+y)drdy, kde D= {(w,y) € R a* + 2 < 1Ay >0},
D

c) // sin(z? +y?)dedy, kde D = {(z,y) € R?; 7 < 2?2 +y? < 4r}.
D

d) // (22 +y*)dady, kde D = {(z,y) € R?; (z —1)> +92 < 1}.
D

e) //1n(1+x2+y2)dxdy, kde D = {(z,y) € R} 22 + > < 1Az >0Ay > 0}.
D

f) // cos /22 +y2drdy, kde D = {(z,y) € R* 2? + y? < 72}
D
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2
g) //\/1—%—y2dxdy, kde D = {(z,y) € R? & + 4> <1}.
D

Pouzijte transformaci do zobecnénych polarnich souradnic:

x=2rcosp,y=rsing, r € (0,1), ¢ € (0,2m).

h) //eﬁdxdy, kde D ={(z,y) eR* z+y<1Az>0Ay>0}.
D

Pouzijte transformaci: u=x —y, v =2 +y.

10.4 Aplikace dvojného integralu

Uzitim dvojného integralu pocitame objemy téles a plosné obsahy rovinnych obrazci. Ob-
jem télesa nad mnozinou D € R? shora ohrani¢eného grafem spojité funkce f(z,y) je

V= // f(z,y)dxdy.

Plosny obsah mnoziny D je

/ 1dxdy.
D

10.13. Pomoci dvojného integralu vypoctéme plosny obsah obrazce, ktery lezi v I. kvad-
rantu a je ohraniceny grafy funkci y = % , yYy=x, a y=3.

Reseni: Uréime priseciky kiivek a obrazec na- i/
kreslime, viz obr. 10.4. Odtud vidime, ze 3 \ y=3
D= {(z,y) €R% y=(1,3), %g:pgy} , )*,:X
| |
je mnozinou 2. typu. Plosny obsah mnozZiny D je l D l
(o a a
P://ldxdy:/ /1d:c dy = l :
D 1 \1 1 l
| YO
3 3 I
1 y2 | I |
= ——|dy=|=—In =4—1In3. ! ' L X
1/ (y y> i [ 2 |y|]1 03 1 3
Obr. 10.4

Poznamenejme, Ze v tomto pripadé bychom mohli mnozinu D chapat jako sjednoceni
dvou mnozin 1.typu:

Dy = {(x,y) € R?, %gxgl, %gygii},Dg:{(x,y)e[RQ, 1<x<3, x<y<3}.

Plosny obsah obrazce je pak souctem dvojnych integrali pres mnoziny Dy a Ds. V)
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¢ Vypoctéte plosny obsah omezeného obrazce, ktery je ohraniceny grafy danych funkci
a primek.

10.14. a) y=1, y=2, z =2. b) y=Inz, y=1, y=0, z=0.

c) y=a% y=2—|z|. d) y=i2z y=2"

10.15. Vypoctéme objem télesa, které je vymezeno nasledujicimi plochami
z=2—xz—y, z+y=1, =0, y=0, z2=0.

Reseni: Nejdiive si zndzornime téleso, jehoz objem budeme poditat. Roviny = = 0, y =
0, 2 = 0 rozdéluji prostor R® na osm oktantt. Plocha z +y = 1 je rovina rovnobézna s
osou z, kterd protind rovinu z = 0 v pfimce prochézejici body (1,0,0) a (0,1,0). Plocha
z = 2 — x — y je rovina, kterou osa z protind v bodé (0,0, 2). Prusecnice z =2 —x —y a
x +y =1 je pfimka prochazejici body (1,0,1) a (0,1, 1). Pfesvédéime se o tom vyfeSenim
soustavy linearnich rovnic

N . r = 1—1

X —_=

Y = y =t , teR.
z = 2—x—y .

Téleso je sestrojené nad trojuhelnikem D viz obrazek 10.6 a shora omezené grafem funkce
f(z,y) =2 —x —y, viz obr. 10.5.

ZA
= 2—X-Y
2
1 > X
— -
1 X+Yy=1 y
X
Obr. 10.5 Obr. 10.6

Objem télesa tedy je

V:// (2—z—y)dedy, kde D ={(z,y) €R% € (0,1),0<y<1—z}.
D

Integral vypocteme:
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= // (Q—x—y)dxdy:/l(yx(g_x_y)dy) dx:o/l[%_xy_y;]l—m o

D 0 0

—14

¢ 'V nésledujicich prikladech vypoctéte objem télesa ohrani¢eného danymi plochami.

10.16. a) 62 +3y+22=6, =0, y=0 a z=0.

10.5

b) z=1 a 22 =2%+¢2

c) 2=0 a z=1—2% -9

d) 224+ y>=1az=e "),

e) z=0,z=12=3,y=2,y=3az=uay.

f) 2=1-22—y , 2+y=12=0,y=0az=0).
g) P+ yi+22=4 a 2 +y* =3z

DOl OY—— .
/N
[\
|
[\

8
|
8
_|_
S
|
—
[S—
o |
=
[\&)
N———
o,
S
Il
O\H
/N
N |
|
[\
S
_|_
| 8§,
N—————
o,
S
|
L — |
DN | o
8
|
8
[\
_|_
ol 8,
| I
Il

h) 22 +¢y?+22=4 a (v —1)*+y? = 1, uvazujte téleso v podprostoru z > 0.

Nevlastni integral

Integra¢nim oborem muze byt celd rovina nebo mnozina, kterd neni omezena. Postup
vypoctu dvojného integralu pres takovou mnozinu ukézeme na nasledujicim piikladeé.

10.17. Vypoctéme dvojny integral

Reseni: Provedeme substituci do polarnich soufadnic. Mnozina H = {(r, ) € R?;

(0,00), ¢ € (0,27)} se zobrazi na R?\ {(0,0)}. Tedy

dd_// _drd
// 1+x2—|—y v g

r e

Funkce m je na mnoziné H omezena, muzeme pouzit vétu o vypoctu nevlastnich
integralu (véta 10.37 v [MII]).

|| &

7 drde f(z dr) dy = (/1dg0) (; 7(1577;2)2&") -
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11 Krivkovy integral skalarniho pole

V této kapitole se predpoklada znalost parametrizaci rovinnych ktivek, viz Matematika I.
Rovnéz je potfeba znat metody vypoctu urcitého integralu. V prvnim odstavci se vénu-
jeme kiivkam v prostoru a jejich orientaci. Ve druhém odstavci pocitame ktivkovy integral
skalarniho pole. Potfebnou teorii ¢tenaf nalezne ve skriptech [MII], kapitola 11.

11.1 Krivky v prostoru a jejich orientace

Piedpokladejme, Ze zobrazeni r: I — R3, tj. v(t) = ( fi(t), f2(t), f3(t)), t € [ C R, ma
nasledujici vlastnosti: soufadnicové funkce f; € C1(I), 7 = 1,2,3, a derivace zobrazeni
r'(t) = (f1(t), f5(t), fi(t)) # (0,0,0) pro vSechna t z intervalu I. Potom mnozinu bodu
K= {X € |R3; X = ’l"(t), te I} = {(ZL‘,y,Z) S IRB; T = fl(t)a Y= f2(t)’ Z = f3(t)7 te I}
nazveme hladkou kiivkou v prostoru. Zobrazeni r se nazyva parametrizace hladké kiivky
K a proménné t parametr. Rovnice

:L‘:fl(t% y:f2(t)> Z:f3(t)> tel,

nazyvame parametrickymi rovnicems hladké k¥ivky XC. Rovinnou kfivku nyni chapeme jako
speciélni piipad kiivky v prostoru, kdy f3(¢t) =0 pro vSechna ¢ € I.

Je-li navic zobrazeni r: (a,b) — R® prosté, nazyvame kfivku K obloukem. Oblouk
IC je orientovan pomoci parametrizace r ve sméru rostouciho parametru, jestlize krajni
bod 7(a) je pocateéni bod (p.b.) oblouku a druhy krajni bod 7(b) je koncovy bod (k.b.)
oblouku. Rikdme kratce, Ze oblouk je orientovdn souhlasné s parametrizaci. Kiivka K se
nazyvéa uzaviend, jestlize r(a) = r(b).

11.1. Méjme danu orientovanou tsecku s poc¢ateénim bodem A = (—2,2,0) a konco-
vym bodem B = (3,1, 3). NapiSme parametrizaci této usecky, ktera bude sou-
hlasné se zadanou orientaci.

Reseni: Smérovy vektor tisecky mé soutadnice 7= (B — A) = (3 — (—2),1 —2,3—-0) =
(5,—1,3). Vektorova rovnice tsecky s pocatenim bodem A a koncovym bodem B je
X =A+1tu,te(0,1). Tedy parametrické rovnice dané tisecky jsou:

r=-24+bt, y=2—1t, z=23t t{(0,1).

Usecka je obrazem intervalu (0,1) pii zobrazeni r(t) = (—2-+5t, 2—t, 3t). Piesvédéme se,
Ze orientace Usecky pomoci parametrizace r ve sméru rostouciho parametru je souhlasna
s orientaci danou v zadani tlohy. Vypoctéme: 7(0) = (—2,2,0) a (1) = (3,1,3). Tedy
r(0)=A a r(1) = B. Q

¢ Napiste parametrizaci orientovanych tsecek s danym pocatenim a koncovym bodem,
kterd bude souhlasné se zadanou orientaci.

11.2. a) pb. = (10,2,1), k.b. = (8,3,4). b) pb. = (2,—1), kb. = (2,6).
c) p.b.=(~1,0,5), kb.=(2,0,3).  d) p.b. =(1,3), k.b. = (0,—1).
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Parametrické rovnice kruznice v roviné se sttedem S = (0,0) a polomérem r > 0 jsou
napriiklad:

1) x=rsint, 2) x =rcost,
y =rcost, t € (0,2m), y =rsint, t € (0,2m).
Kruznice orientovana souhlasné s parametrizaci 7(t) = (rsint, rcost), t € (0,2m7), je

probihdna ve sméru hodinovych rucicek (tj. je orientovana zaporné). Naopak kruznice
orientovand souhlasné s parametrizaci ro(t) = (rcost, rsint), t € (0,27), je probihdna
proti sméru hodinovych rucicek (tj. je orientovana kladné).

11.3. NapiSme parametrizaci orientované pulkruZnice se stfedem S = (2,0), pocatec-
nim bodem A = (—1,0), koncovym bodem B = (5,0), lezici v poloroviné y > 0.
Presvéd¢me se, ze tato parametrizace definuje stejnou orientaci pulkruznice jako
je zadana orientace.

Reseni: Vypoétéme polomér piilkruznice: r = ||(S — A)|| = ||(3,0)|| = 3. Pilkruznice je
C¢asti zaporné orientované kruznice se stfedem S = (2,0) a polomérem r = 3. Parametrické
rovnice této kruznice jsou:

x =2+ 3sint, y=3cost, te€ (—mm),

kde interval (—m, ) je jeden z moznych. Pro pulkruznici, ktera lezi v poloroviné y > 0,
musi platit 3cost > 0. Nerovnost plati pro ¢ z intervalu (— 7, 7). Parametrizace oriento-
vané pulkruznice je

r(t) = (24 3sint, 3cost), t€ (=73, %)
Vypoctéme nakonec soufadnice krajnich bodi: r(—3) = (2 -3,0) = (-1,0) = A a
r(Z) = (2+3,0) = (5,0) = B. :

11.4. NapiSme parametrizaci elipsy K se stfedem S = (0,0, 0), hlavni poloosou o délce
a =5 a vedlejsi poloosou o délce b = 2, ktera lezi v rovin€ yz a je orientovana
kladné. Presvéd¢me se, Ze tato parametrizace definuje stejnou orientaci elipsy
jako je zadana orientace.

Reseni: Analogicky jako pro kruznici jsou parametrické rovnice kladné orientované elipsy
leZici v roviné yz (tj. = 0) se stfedem S = (0,0,0), hlavni a vedlejsi poloosou délky
a, b>0:

r=0, y=acost, z=bsint, te€ (0,2n).

Parametrické rovnice dané elipsy K jsou:
x=0, y=>cost, z=2sint, t e (0,2n),

tj. parametrizace elipsy K je 7(t) = (0, 5cost, 2sint), t € (0,2m). Ztotoznéme parametr
t s velikosti thlu, ktery svird kladnd ¢ast osy y a pruvodic OP, O = (0,0,0) je pocatek
soustavy soutadnic a P = r(t). Vypo¢téme pro kontrolu postupné soufadnice bodu, které
odpovidaji hodnotdm parametra ¢ = 0, Z,m, 2x, 2m: r(0) = (0,5,0), »(3) = (0,0,2),
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z
2|1 (/2)

s or (0),
I’(ﬂ')_ | r(271) 'y
X _ZI r (3r/2)

I
Obr. 11.1

r(m) = (0,-5,0), r(37) = (0,0,-2) a r(2m) = (0,5,0). Z obrazku 11.1 je vidét, Ze se
bod s rostoucim parametrem pohybuje po elipse K v kladném smyslu. @

¢ Napiste parametrizaci nasledujicich orientovanych rovinnych kiivek. Parametrizaci volte
tak, aby definovala stejnou orientaci kfivky jako je zadana orientace. Kfivku nakreslete a
sipkou naznacte orientaci.

11.5.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

Kruznice je orientovana kladné, S = (0,0), r = 2.
Kruznice je orientovana zéporné, S = (0,0), r = 1.
Elipsa je orientovana zaporné, S = (0,0), a =7, b= 3.
Elipsa je orientovana kladné, S = (0,0), a =2, b = 3.
Kruznice je orientované zéporné, S = (2,1), r = 3.
KruzZnice je orientovana kladné, S = (—1,0), r = 1.
Elipsa je orientovana kladné, S = (3,-2), a =4, b= 1.

Elipsa je orientované zaporné, S = (0,1), a =1, b = 6.

> Napiste parametrizaci nasledujicich orientovanych oblouku v roviné. Parametrizaci volte
tak, aby definovala stejnou orientaci oblouku jako je zadané orientace. Oblouk nakreslete
a Sipkou naznacte orientaci.

11.6.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

Pulkruznice orientovana kladné, S=(0,0), p.b.=(2,0), k.b.=(-2,0).
Pulkruznice orientované zaporné, S=(0,0), p.b.=(1,0), k.b.=(—1,0).

Cast elipsy orientovana zaporné, S=(0,0), p.b.=(0,3), k.b.=(0,-3), a = 7.
Céast elipsy orientovana kladné, S=(0,0), p.b.=(0,3), k.b.=(0,-3), a = 2.
Pualkruznice: S=(2,1), p.b.=(2,—2), k.b.=(2,4), lezi v poloroviné z < 2.
Pulkruznice: S = (—1,0),p.b. = (—1,-1),k.b. = (—1,1), lezi v p. z > —1.
Cast elipsy: S=(3,-2), p.b.=(-1,-2), k.b.=(7,—2), b=1, lezi v p. y <—2.
Cast elipsy: S=(0,1), p.b.=(—1,1), k.b.=(1,1), b = 6, lezi v polor. y > 1.
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{ Napiste parametrizaci néasledujicich orientovanych ¢tvrtkruznic se stfedem S = (0,0).
Parametrizaci volte tak, aby definovala stejnou orientaci ¢tvrtkruznice jako je zadana ori-
entace. Ctvrtkruznici nakreslete a Sipkou naznacte orientaci.
11.7. a) r =4, orientovana zaporné, lezi v II. kvadrantu.
b) r =1, orientovana kladné, lezi ve IV. kvadrantu.
c) p.b. =(0,2), lezi v I. kvadrantu.
d) p.b. = (0,5), lezi v II. kvadrantu.

11.8. Ovéime, ze kiivka K zadana parametrickymi rovnicemi
r=t* y=4—t z=1—1* te(-1,1),

je hladka. Rozhodnéme, zda je uzaviena a jednoducha. NapiSme parametrické
rovnice tecny ke kiivce K v bodé T = (0,4, 1).

Reseni:

1. Soufadnicové funkce zobrazeni r(t) = (2,4 — t, 1 — t?) jsou spojité a maji spojité
derivace na intervalu (—1,1). Derivace zobrazeni 7'(t) = (2t, —1, —2t) # (0,0,0) pro
vSechna t € (—1,1). Kfivka K je hladka.

2. Vypoé¢téme soufadnice bodu: r(—1)=(1,5,0) a r(1)=(1,3,0). Protoze r(—1)# r(1),
kiivka K neni uzaviend. Je-li zobrazeni 7(¢) prosté na (—1,1), nazyva se kiivka K
jednoduchd. Zobrazeni r(t) je prosté, jestlize pro kazdé ti, to € (—1,1), t; # t, je
r(t1) # r(t2). DokdZeme ekvivalentni implikaci: 7(¢;) = r(ty) = t; = t5. Necht

r(ty) =r(ty), tj. (£, 4—t, 1 —13) = (13,4 —t5, 1 — 13).

Tedy dvojice t;, to je FeSenim soustavy: 2 =12
4—t1=4—1,
1—t2=1—12

Odtud

t1 =%ty

tl :tg — tl :tg.

tl == :l:tg

Tedy zobrazeni 7(t) je prosté na intervalu (—1,1). Kfivka K je jednoducha.

3. Te¢ny vektor 7/(t) = (2t, —1, —2t) ke kfivce K v bodé P = r(t) je smérovy vektor
tecny ke kiivce I v bodé P. Uréeme hodnotu parametru ¢, kterému odpovida bod
T = (0,4,1). Z rovnosti (0,4,1) = (t*, 4 —t, 1 —?), t € (—1,1) plyne t = 0. Te¢ny
vektor v bodé T mé soufadnice 7'(0) = (0, —1, 0). Parametrické rovnice tecny ke
krivece I v bodé T' jsou
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r=0, y=4—s, z=1, s€R. @

¢ Rozhodnéte, zda je kiivka K zadana nésledujicimi parametrickymi rovnicemi hladka,
jednoduché, uzavtend. (Je-li zobrazeni 7: (a,b) — R? prosté na otevieném intervalu (a, b)
a r(a) = r(b), nazyva se kiivka K zadand parametrizaci r jednoduchd uzaviena.)

11.9. a) z =2cost, y =sint, t € (0,2n).
b) =t y= 1/t tc(-88).
c) x =2sint, y=-cos2t, t € (0, 7).
d) z =t, y=sint, z =cost, t € (0,27).
e) x=|t|, y=t, z2=1—1t, t e (—1,1).
f) x =sint, y =cost, z=sins, t € (0,2m).

¢ Nasledujicimi parametrickymi rovnicemi je zadané kiivka K. Napiste parametrické
rovnice tecny 7 ke kiivece I v bodé T'. Kfivku a tecnu nakreslete.

11.10. a) x =4cost, y =2sint, t € (0,27), T = (2,—+/3).
b) x=2t>, y=1—¢t, te€(0,3), T=(20).
) z=Vt-1,y=2% te(,16), T=(1,1)
d) =1, y=cost, z=sint, t € (0,7), T =(1,0,1).
e) t=1-3t, y=2, 2=2t, te(-1,1), T=(1,2,0).
f) x =3sint, y =3cost, z =1, t € (=2m,2m), T =(3,0,3).

11.2 Krivkovy integral skalarniho pole

Piedpokladejme, Ze kiivka K je zadand parametrizaci r: (a,b) — R? a Ze realna funkce
f tii proménnych je definovana a spojitd na kiivce K. Funkce f se casto v aplikacich
nazyva skaldrni pole na krivce K. Pak kiivkovy integral skalarniho pole f po kiivce K
vypocteme pomoci vzorce:

b
[ras= [ @) 117 @ a,
K a

ktery vypocet kiivkového integralu prevadi na vypocet urcitého integralu funkce jedné
proménné. Kfivkovy integral skalarniho pole po rovinné kiivce se vypocte analogicky.

11.11. Vypoctéme /(x +y + 2)ds, kde K je tisecka s krajnimi body A = (1,2,0) a

K
B=(3,1,2).

Reseni: Poznamenejme, Ze kiivkovy integral skalarniho pole po kiivce K nezavisi na
orientaci kiivky. Parametrizace usecky AB je

r(t)=(1+2t,2—1t,2t), t €(0,1).
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Funkci f(z,y,z) = x + y + 2z slozime se zobrazenim r:
f(rt) =1+2t+2—t+2t=3+3t.
Dale vypocteme velikost teéného vektoru #'(t) = (2, —1,2):
|7#'(#)||=V4+1+4=3.

Po dosazeni do vzorce dostaneme

/ 2] o7
/(x+y+z)ds:/(3+3t)-3dt:9lt-I—E] =5 Q
K 0 0
Pozndmka: Funkce f(z,y,2) = z + y + 2z je na tseéce AB kladni. Tedy muZzeme ji
interpretovat jako linedrni hustotu hmotné kiivky (drat). Pak ¢islo / (z+y+z2)ds=%
mé vyznam hmotnosti kiivky K. K

11.12. Vypoctéme hmotnost kiivky K, ktera tvoii obvod poloviny kruhu leziciho v po-
loroving y > 0, se stfedem S = (0,0) a polomérem r = 2, je-li linearni hustota
v kazdém bodé kiivky dana funkénim predpisem f(x,y) = xy.

Reseni: Uzaviena kiivka K je sjednocenim dvou oblouki: pilkruznice K; a tsecky K,
s krajnimi body A = (2,0) a B = (—2,0). Hmotnost kiivky je tedy déna souc¢tem kiiv-

kovych integralu:
m = /nyds —|—/x2yds.
Ky ICo
Parametrizace oblouk je:
KC1: 7r1(t) = (2cost, 2sint), t € (0,7),

Kot ra(t) = (£,0), t € (—2,2),

tudiz

71'(t) = (—2sint, 2cost), ||71'(t)|| = \/4sin2t+4c0s2t =2,
7' (t) = (1,0), [I7"()] = 1.

Po dosazeni do vzorce dostavame

r 2cost)?]™ 32
/xzyds:/(2cost)2-2sint-2dt:—2 [ml 5

K, / 3 o 3
2
/$2yd8:/t2'0~1dt:0.
ICQ —2
. : 32 9
Hmotnost kiivky je m = 3 + 0 = 103. @
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& Vypoctéte kiivkovy integral [ = / f ds nasledujicich skalarnich poli f po dané kiivece K.
K
11.13. a) f(z,y) =y; K je oblouk paraboly x = 3? s krajnimi body A = (1, —1) a

B =(0,0) .

b) f(x,y) =21+ y?; K je graf funkce y = e, x € (0, 1).

c) f(z,y) =z siny; K je tsecka s krajnimi body A = (1,0) a B = (-3, 3).

d) f(z,y) = 2+ 2 K je obvod trojihelniku s vrcholy A = (1,1), B = (3,2),
C=(1,2).

e) f(r,y) =12% K je ptlkruznice se S = (0,0), s krajnimi body A = (3,0) a
B = (—3,0), lezici v poloroviné y > 0.

£) f(z,y,2) = (2* +y* + 2)* K je zavit Sroubovice
x =cost,y =sint, z =%, t € (0,2m).

g) f(z,y,2) = m; K je zadana parametrickymi rovnicemi
r=etcost,y=etsint, z=e"" t € (—1,0).

h) f(z,y,z) = zyz; K je zadand parametrickymi rovnicemi

x =cost, y =sint, z =cos2t, t € (0,%).

& Vypoctéte hmotnost nasledujicich kiivek IC, je-li linedrni hustota v kazdém bodé kiivky
dana funkci f.

11.14. a) K je graf funkce y =Inz, z € (1,¢e); f(x,y) =2y Va2 + 1.
b) K je obvod parabolické vysefe ohranicené kiivkami y = (z — 2)? a y = 4;
fla,y) = V1+4y.
2
c) K je oblouk paraboly x = %, ye(=1,1); f(z,y) = ly|
2
d) K je ¢ast elipsy % +y? =1 lezici v L. kvadrantu; f(x,y) = zy.
e) K je obvod trojuhelniku s vrcholy A = (1,0,2), B = (0,—1,1),
C=(2,-30); fz.y,2) =z +y*+2
f) K je polovina zavitu sroubovice = = cost, y = 3t, z = sint, t € (=7, 7);

flz,y,2) = xyz.
g) K je zadana parametrickymi rovnicemi z =2, y =4+t 2 =1 —t?

le <_17 1>a f([L‘,y,Z) = x—_gx\/%

h) K je zadand parametrickymi rovnicemi = = 2sint, y = cost, z = V2t,

te(0,m); flr,y,2) =zzy? + 1.
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12 Krivkovy integral vektorového pole. Prace

V této kapitole se zabyvame integralem vektorového pole po zadané kfivce. S jeho po-
moci lze naptiklad vypocitat praci, kterou vykona silové pole pusobenim po dané kiivce.
V pripadé, ze je vektorové pole potencialni, 1ze vypocet kiivkového integralu po ktivce
¢asto vyznamné zjednodusit. Teorii prostorovych (rovinnych) kiivek nalezneme ve skrip-
tech [MII] na za¢atku kapitoly 11. Teorii ke kiivkovému integralu a potencidlu nalezneme
v kapitole 12 tamtéz.

Pro ucely této kapitoly sjednotime pouZivané oznaceni pro mnoZinu bodu E3 (E?) a
mnozinu vektori V3 (V?) pod spolecné oznaceni R? (R?). Pro lepsi ¢itelnost vsak budeme
rozliSovat dvoji interpretaci prvki z R® : body zapisované ve tvaru X = [x1, 29, 23] a
vektory @ = (uy,us,u3) (obdobné v R?). Vsechny vektory zde budeme zapisovat jako
vektory radkové.

12.1 Vypocet krivkového integralu vektorového pole

Necht K je hladk4 orientovand kiivka v R?, na niz je definovano spojité vektorové pole
F:K—R F=(F,F,F;). Necht r : (a,b) — R3, r(t) = [z(t),y(t), 2(t)], je paramet-
rizace kiivky K. Necht

P = (@), y (1), 2 (1), 70 £ (0,0,0) V1 € (a,b),
je te¢ny vektor ke kiivece K v bodé r(t). Potom kiivkovy integral vektorového pole F po
ktivce I vypocCteme pomoci vzorce

2 qu ! ,
K/F-dr—/aF( (1)) - 7' (t)dt

kde d7 = (dz, dy, dz) a na pravé strané integrujeme skalarni soucin vektoris F(r(t)) a
7'(t), t € (a,b). ZapiSeme-li formalné integrand vlevo jako skaldrni soucin vektorti F a d7,
dostaneme diferencialni formu prislusnou vektorovému poli F'. Pomoci této diferencidlni
formy zapisujeme

/ﬁdF:/Fl(.I‘,y,Z) dZL'—f-FQ(.I',y,Z) dy+F3(:L‘7y7Z) dz,
K K

a hovofime o integraci diferencialni formy po kiivce K. Analogicky postupujeme v pii-
padeé rovinnych vektorovych poli.

12.1. Vypoctéme kiivkovy integral /l3 -d7, kde ﬁ(x,y,z) = (yz, xz, xyz) a inte-
C

graéni cesta C C R® je usecka spojujici body P = [0,0,0] a Q = [1,1,2],
pricemz bod P je pocatecni bod krivky C.
Reseni: Vektorové pole f(x, y,2) = (yz, vz, ryz) je spojité v R3. Orientovanou tsecku
C= @ v R3 parametrizujme souhlasné s jeji orientaci napiiklad:
r(t) =10,0,0]+¢([1,1,2] —[0,0,0]) = [t,¢,2t], t€(0,1).

—

Vypoéteme vektory 7/(t) a F(r(t)):
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P =(1,1,2), F(r(t) = (262,262, 2¢%) .

Po dosazeni do daného integralu dostaneme

1 1
- 7
/F~df:/(2t2-1+2t2~1+2t3.2) dt:4/(t2+t3)dt:§.
C 0 0

12.2. Integrujme diferencialni formu / y dr — x dy, je-li integracni cestou
K

a) soulet orientovanych tsecek AB+BC ,

b) ¢tvrtkruznice K o stfedu B a poloméru R = 2 s pocateénim bodem A a
koncovym bodem C',

kde A=[1,1], B=13,1], C =13,3].

Reseni:
a) Usecku AB budeme parametrizovat napt. takto:

r(t)=[t,1], te(1,3) = '(t)=(1,0).
Pro tsetku BC volime parametrizaci:

rit)=[3t],te(,3) = 7'(t)=(0,1).
Nyni integrujeme

/ ydr—xdy = / ydr—zx dy+ / ydr—xdy =
ABiBC AB BC

3

3 3
:/(1.1—t~o)dt+/(t-0—3~1)dt:/—2dt:—4.
1 1 1

Obr. 12.1

b) Pro ¢tvrtkruznici K se stfedem v [3, 1] a poloméru R = 2 je nejlépe zvolit parametrizaci
polarnimi soutadnicemi:

T(t):[2005t+3,28int+1],te(gﬂr} = 7'(t) = (—2sint,2cost) .

Jelikoz je K orientovand v zaporném smyslu (po sméru hodinovych rucicek), zvolena pa-
rametrizace r bude souhlasna s orientaci kiivky —/C. Tedy
™

/y de—zdy = — /y de—zdy = —/((25int+1)(—2sint)— (2cost + 3)(2cost))dt =
K -k

(VB

:/(4+6cost+25int)dt: [4t—|—65int—2cost]% =21 —4. Q
g
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12.3. Vypoctéme praci, kterou vykond silové pole ﬁ(x, y,z) = (z,y, xz —y) pii
pusobeni po kiivce K dané parametrizaci r(t) = [t%,2t, 4t3], t € (0,1).

ReSeni: Spojité vektorové pole F(z, y, z) = (x, y, zz — y) vykoné praci W, kterd je
rovna krivkovému integralu podél kiivky K, tj.

W:/ﬁ~df.

Nejdfive vypocteme vektory:  7/(t) = (2t, 2, 1262) , F(r(t)) = (2,2¢, 465 — 2t).

Nyni vypocitame praci

1 1
W= /x dz+y dy+(z2 — y) dz = /(2t3+4t+48t7—24t3) dt = /(48t7—22t3+4t) dt =
0 0

G o

¢ 'V nésledujicich prikladech vypoctéte integral / F.d7 pro zadané pole F a kiivku C.

12.4. a) F(z,y) =

b) F(z,y) =

c) F(z,y) =

d) F(z,y) =

e) Flz.y) =

f) F(z,y) =

(—y%,z), C jeusecka z bodu [—1,2] do bodu [0,4].

(—y,z), 1) C; je tsecka z pocatku do bodu [1,2].
2) Cy je Gast paraboly y = 222 z bodu [0,0] do [1,2].

(—y,x), C je soulet orientovanych usecek @ - Cﬁ kde
P=10,0], @=1[1,0], R=[1,2].
(22 — 2y, y?> — 2zy), C je ¢ast paraboly y = 22, z € (—1,1),

s poCate¢nim bodem [-1,1].

(2 -y, x), C je ¢ast oblouku cykloidy dand parametrizaci
r(t) = [t —sint, 1 —cost], t € (0,7), s poatecnim
bodem [7,2].

@ty vy), C={lryleR 4’ +y*=1,22>0,y2>0}
s poCateénim bodem [0,1].

¢ Integrujte diferencialni formu podél zadané kiivky.

2 y2

12.5. a) /x+y de+(y—2z)dy, C={[x, y]EIRQ'——i-——l} probihana

4 9
proti sméru hodinovych rucicek .
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b) /— dz +x dy, K je obvod parabolické tisete —9 < y < —x? (tj. Cast
K paraboly a tisecka) obihany v kladném smyslu.

c) —y*dz +xdy+ dz, C=C,+Cy, kde C; je ddna parametrizaci
r(t) = [cost,sint,t], t € (0,7), orientovana ne-
souhlasné s rostoucim parametrem t, a Cy je
usecka spojujici koncovy bod kiivky C; s pocatec-
nim.

IC je kruznice o poloméru R se stre-
dem v pocatku obihana jednou v kladném
smyslu.

d) / L e+ —1 4
—_— l’ —_—
/ /12 + y2 /2 + y2 Y

e) /x dz —yzdy+e*dz, K,s pocatetnim bodem v [0,0,0], je dana para-
metrizaci r(t) = [t3,—t, t], t € (0,1), souhlas-
nou s orientaci kiivky:.

f) / 3ry dxr + 2yz dy + 2z dz, IC je tvorena orientovanym souctem usecek
,BC, CA, kde A =[0,0,0], B =[1,2,1],
C = [0,0, 1] .

&V nasledujicich ptrikladech vypocitejte praci vykonanou v silovém poli F po krivce K.

a) F(z,y) = (a2, zy), K je zéporné orientovand &st elipsy 22+4y2 =4, pro
kterou y > 0.

b) F(z,y) = (y>—3,z), K je vrtkruznice o stfedu S = [0,0] a poloméru
R =1 probihana z bodu [1,0] proti sméru hodino-
vych rucicek.

¢) Fz,y,2)=(y,z,2), K je zévit &roubovice s parametrizaci

r(t) = [cost,sint,2t],t € (0,2m), s pocatec-
nim bodem [1,0,47].

d) F(z,y) = (y,22), K je dana parametrizaci r(t) = [1 + ef, 1 + 3t],
€ (0,1), s po¢ateénim bodem [2,1].

e) F (z,y) = (x,y +2), K je uzaviend kiivka, probihand po sméru hodino-
vych rucicek, ktera se skldda z oblouku cykloidy,
daného parametrizaci r(t) = [t —sint, 1 — cost],

€ (0,27) , a z usecky spojujici koncovy bod oblouku
cykloidy s pocatecnim.

f) ﬁ(x,y) = (0, ), K jeobvod trojihelnika s vrcholy A =[0,0], B =[2,0],
C' =10,3]. Obéh volte v kladném smyslu.
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12.7. Vypoctéte, jakou praci vykonate, pokud piijdete dokola po kruznici o poloméru
R, (tj. 7(t) = [Rcost,Rsint], t € (0,2m)) pii vétru pusobici konstantni silou

F(z,y) = (a,b) (konstantni vektorové pole v roviné).

12.8. Vypoctéte, jakd se vykond prace v tithovém poli ﬁ(m, y) = (0, 0, —mg) pfi sjezdu
toboganu majiciho tvar sSroubovice s osou z, o vysce zavitu h a poloméru R,
7z podatecniho bodu [ R, 0,3h] do koncového bodu [ R, 0,0]. Sroubovici parame-

h
trizujeme r(t) = [ Rcost, Rsint, 2—t], t € (0,67).
T

12.2 Nezavislost kfivkového integralu vektorového pole na inte-
gracéni cesté. Integrace totalniho diferencialu

V predchozi ¢asti jsme pocitali integral vektorové funkce podél kiivky C, aniz bychom
vysettovali vlastnosti vektorového pole. Nyni nas budou zajimat vektorova pole F majici
potencial U, tj. F= grad U . Ve fyzice je zndmo, ze v pripadé potencialnich vektorovych
poli nezavisi vykonana prace na volbé kiivky C , ale pouze na poc¢ateénim a koncovém bodé

krivky. V této casti budeme zkoumat pripady, kdy kiivkovy integral

/ﬁ-dF:/Fldx+F2dy (/ﬁ-dF:/Fl dx—i—ngy—i—ngz) ,
C C C C

tj. integrace diferencialni formy, nezavisi na cesté, podél které integrujeme.

Definice pojmu potencialni vektorové pole, potencial a nezavislost na inte-
gracni cesté lze nalézt v ¢asti 12.7. [MII]. Tamtéz lze nalézt Véty 12.26 a 12.30, které
tvrdi:

Spojité vektorové pole F v oblasti G C R? (R3) je potencidlni prdvé tehdy, jestlize

/F -dr’ mezdvisi na integracni cesté v oblasti G.
c

V ¢asti 12.8. [MII] je definovéana jednodusSe souvisla oblast. Véty 12.33 a 12.36 sta-
novuji nutné a postacujici podminky, za kterych je vektorové pole potencialni:
Spojité diferencovatelné vektorove pole F jednoduse souvislé oblasti @ C R? (Q C R3)
je potencidlni prave tehdy, jestlize v Q) plati

OF,  OF, OF, 0F, OF OF, O0F, 0F
oy  Ox = 0z oxr ' 0z Oy )

oy Or B
(Analogicky: Diferencidlni forma Fy dx + F5 dy (Fy dx + Fy dy + F3 dz) je totdlnim
diferencidlem néjaké funkce U v Q prave tehdy, jestliZe plati uvedené podminky. )

Vypocet kiivkového integralu pro F potencialni majici potenciadl U znac¢né usnadnuje
Véta 12.22: Jestlize F' je spojité potencialni pole s potencidlem U na oblasti 2 a K C (2,
potom

/ﬁ A7 = U(kb. K) — U(p.b. K),
K
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kde p.b. K znaci pocatecni a k.b. K koncovy bod kiivky .

Mame-li tedy integrovat vektorové pole F podél zadané kiivky I, je vhodné ridit se
nasledujicim postupem:

e Najdeme oblast G C D(ﬁ), kde je F' definované a spojité. Ovéfime, zda KK C G .

e Pokud jsou splnény nutné a postacujici podminky pro existenci potencidlu U na jed-
noduse souvislé oblasti ) C G a K C 2, potom pro vypocet integralu plati nasledujici
implikace

1. K je uzavienda = /ﬁ~dF:0.
@
2. K neni uzaviena, zname funkci U v Q) = /ﬁ dr=U(k.b.K) = U(p.b.K).
@

3. K neni uzaviena, nezndme U = /F ~dr'= /F -dr,
K c

kde L je libovolna, napt. "pravouhld” integracni cesta spojujici p.b. K a k.b. KC.

e Pokud nejsou splnény nutné a postacujici podminky pro existenci potencialu U , in-
tegrujeme podle vzorce uvedeného v ¢asti 12.1. této sbirky, tj. je-li r(t),t € (a,b),
parametrizace krivky X, potom

[Far= /bﬁ(r(t)) ()t
K
12.9. Ovéime, ze funkce U(z,y,z) = 2°y®2* + 1 je potencidlem vektorového pole
F = (2zy®2*, 32%y%2*, 42%y°2%)
v R3. Déle vypoc¢téme kiivkovy integral / F.d7, kde integracni cesta C C R3
c

je ddna parametrizaci r(t) = [2cos2t, 4sint, —sint|, t € (0,7), s pocatecnim
bodem [2,0,0].

Reseni: Funkce U je diferencovatelna v celém prostoru R®. D(ﬁ ) = R3. Plati

oU ou
PELE gt = fays), EEE syt = By,
W = 4[L‘2y323 = F3(:L‘7y7 Z) :
ya

Tedy funkce U je v jednoduse souvislé oblasti R® potencidlem pole F. Integral / F.d7
c

nezévisi na integracni cesté C C R?, ale pouze na poc¢ateénim a koncovém bodé kiivky C.
Navic zadana prostorova kfivka je uzaviena, nebot

pb.C=r(0)=12,0,0]=r(r)=Fkb. C.
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Podle véty 12.27 [MII] je tedy

/ Fdr =0.

c
Vzhledem k tomu, Ze je zadana kiivka uzaviend, nemuseli jsme pro vypocet integralu znat
predpis funkce U. Stacilo védét, ze potencial U vektorového pole F existuje. @

12.10. Urcéeme oblasti, v nichz je definovano vektorové pole

ﬁ(x,y)=< L 2>,

(z—y)* (v —vy)

a ovéfme, Ze funkce U(x,y,z) = je v téchto oblastech potencidlem vek-

=Y
torového pole F . Potom vypoctéme integral / F-dr, ma-li kiivka C pocatecni
bod A a koncovy bod B.

a) A=[1,2], B=[-1,1], b) A=[-1,2], B=[4,1].

ReSeni: Nejdiive stanovime definiéni oblasti pole F' = (F}, Fy) . Ziejmé jsou funkce

-1
F(r,y) = —;
(r—y)?
tedy vektorové pole F' je definovano v oblastech

i F, = —F) spojité ve viech bodech [z,y] € R?, pro které z # y,

Gi={[r,y)eR?:y>a} a Gy={[r,y eR®:y<a}.
Plati D(F ) G1UGs . Funkce U je v obou oblastech GGy i Gy diferencovatelna a plati

1 1
(z —y)? (z—y)?

gradU(%?J)z( ) = F(x,y).

Tedy funkce U je v Gy i v (G5 potencidlem pole F. Integral / F - d7 nebude tudiz zéviset

na integrac¢ni cesté, pouze na p.b. C a k.b. C. Jedina podminkaf kladena na integrac¢ni cestu
je, aby celd cesta (tedy i oba body, koncovy i poc¢atecni) lezela v jedné vybrané oblasti: G
nebo Gy .

Nyni budeme integrovat.

a) Ziejmé oba body, poc¢ateéni A =[1,2] i koncovy B =[—1,1], lezi v oblasti G . Tedy

. 1 11
/F-dr:U(B)—U(A):_1_1—1_225.

b) Zadané body lezi v ruznych oblastech: A =[—1,2] € Gy a B=[4,1] € G. V tomto
pripad€ integraci nelze provést. Vektorové pole neni definované, tj. ani spojité, na zadné

kfivce z bodu A do bodu B. Q
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12.11. Ovéifme, ze integral

1
42 —2y)dz + | —— — 22| d
fuaa® 2o (5 2r)

nezévisi na integracni cesté v R%. Vypocétéme jeho hodnotu, je-li X kiivka s po-
¢atetnim bodem A = [—1,1] a koncovym bodem B = [3,—1].

= 1
Reseni: Vektorové pole F(z,y) = (Fi(x,y), Fa(z,y)) = (43:2—23/, ﬁ—2x> je
Y

definované a spojité diferencovatelné v Q = R?, tj. na jednoduse souvislé oblasti. Ziejmé

je AeQ Be).

Nejprve zjistime, zda integral nezavisi na integracni cesté. Ovérime, zda FvQ spliiuje
nutnou a postacujici podminku (véta 12.33 v [MII]) pro to, aby bylo potenciélni. Protoze

plati
OF, OF,
a (z,y) o (r,y) Vl]z,y]leQ,

je pole potencialni. Nezname sice jeho potencial, muzeme vsak integrovat po libovolné cesté
z bodu A do bodu B . Ukazeme, Ze pro integraci je vyhodné zvolit ” pravothlou” integrac¢ni
cestu. Napt. volime . 5
L=L+Ly, LCOQA=R",

kde tsecku L£; s pocateénim bodem A = [—1,1] a s koncovym bodem [3,1] parametri-
zujeme:

r(t)=[t,1], te(-1,3) = r'(t)=(1,0),

a useCku Ly s poc¢atecnim bodem [3,1] a s koncovym bodem B = [3,—1] parametrizu-
jeme:
T’Q(t) = [3, —t], te <—1,1> = 7?2 '(t):(O,—l) .

Nyni vypocteme integral (integrujeme diferencialni formu) z bodu A do bodu B

1 1
/(4x2—2y)dx+<1+y2 )dy: / (4x2—2y)dx+<1+y2 )dy:

K L1+ Lo

1

/3 (4 —2-1)-1+0) dt+/<0+<ﬁ—2'3>~(—1)>dt:
[ =2 [ (s

-1

4¢3 ’
> dt = [? — 2t] — [arctgt — 6t]", =
-1

1
3
124
3

ol

Poznamenejme, ze dany integral bychom mohli integrovat také napt. po orientované tisecce
AB se souhlasnou parametrizaci

73(t)

[—1+4+4t,1—-2t], t€(0,1) = 7©'(t)=(4,-2).
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Obdrzeli

AB

o O

<16(4t — 1248 (2t —1) —

bychom sice pouze jeden integral

1
/(4x2_2y)dx+<1+y2 —295) dy =

1

((4(—1 +4t)2 =2 (1—2t)) -4+ (m —2(—1+ 4t)> (—2)) dt, =

2

eyl L 1))) dt,

ale jeho vypocet je komplikovanéjsi. @

¢ Reste nasledujici piiklady

12.12.

12.13.

12.14.

Urcete oblasti, v nichz je definovano vektorové pole

Fle.y) 2%+ 2xy + 5y 2 — 2y + y?

T =

N R R A
_2y2 )

a ovéite, ze funkce U(z,y) = CEne + log |z + y| je v téchto oblastech
rTy

potencialem vektorového pole F.

Vypoctéte kiivkovy integral /f -d7, kde F(z,y) = (22, (1 —y)?) a kiivka C
c

2 2

je obecné zadana elipsa o + :Z_Z =1,a#0,b+# 0, kladné orientovana.

. . - r—y xTH+y . )
Jed kt le F’ = blasti G = R*\[0,0].
e dano vektorové pole F(z,y) <x2—l—y2’ :c2+y2> v oblasti \[0,0]
OF, OF
a) Ovéfte, zev (G plati a—yl = a—;

b) Vypoctem / F-dF, kde K je kladng orientované kruznice se stiedem v [0, 0]
K

a polomérem R = 2, se presvédcte, ze F' neni potencialni v G .

c) Navrhnéte nékterou oblast Q C G, v niz je pole F (x,y) potencidlni.

¢ 'V nasledujicich prikladech ovéite, ze zadany integral nezavisi na integracéni cesté.
Vypoctéte jeho hodnotu (pokud to lze), je-li K kiivka s poc¢ateénim bodem A a koncovym
bodem B. Zvolte vhodnou integracni cestu.
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12.15. a) /dex+2xydy, A=[-23], B=32].
K
b) /(.’L’+y2)d.%'—2(y3—l'y)dy, A:[171]7B:[17_1]
K
<) /<y—2)dx+(lnx+1)dy, A=[2,0],B=[11].
i xXr
1
d) /2xd:p—zdy+(——y) dz A=1[0,0,-1], B =[0,0,2].
z
K

12.3 Vypocet potencialu

12.16. Ovéime, ze vektorové pole

= 3y 4x 1 422 —y

je potencialni. Urc¢eme oblast €2, na které je jeho potencial U definovan, a vy-
po¢téme U tak, aby U(1l,—3) = —8.

ReSeni: Nejprve uréime definiéni obor daného vektorové pole F = (Fy, Fy) . Funkee

3 4x 1 4o? —
Fl(x,y):;y———k— i Fy(r,y)=3nz+ ygy

y? o 2/x

jsou definovany na mnoziné M = {[z,y] : * > 0,y # 0}. Vektorové pole F je spojité

—

diferencovatelné v D(F) = M .
Stanovime jednodusSe souvislou oblast Q@ C D(F') a ovéfime, zda F spliiuje v 2 nutnou

a postacujici podminku pro to, aby bylo v 2 potenciélni. Poznamenejme, ze D(F’) je sice
oteviend, ale neni souvisld, tedy ani jednoduse souvisla mnozina. Zvolime jednu ze dvou
oblasti

Gi={[z,y]: x>0,y >0} nebo Gy={[zr,y]:x>0,y<0},

které jsou podmnozinou D(F), nebot D(F) = GiUG,. Pole F je definované a spojité
diferencovatelné v obou jednoduse souvislych oblastech G; a G5 .

Zohlednime zadanou podminku pro hodnotu U v bodé [1, —%], kterou musi hledany
potencial spliiovat. Jelikoz [1, —3] € G>, zvolime jednoduSe souvislou oblast Q = G .
Nyni ovéfime, zda jsou v oblasti 2 splnény podminky pro existenci hledaného potencialu.
Protoze plati

8F1 3 8x 8F2
ay (.’L’,y) - T + yg - 891: (xay)a
je pole FvQ potencialni a diferencialni forma F} dx + F» dy je totalnim diferencidlem
ou ou
potencidlu U, tj. Fy de+ Fydy = — do 4+ — dy. Odtud
ox oy
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ou 3y 4z 1 ou 422 —y
— == -4+ —F — =31
5 () = — 2 aE o By (z,y) =3Inz + "
Potencial U je v oblasti 2 feSenim této soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic. Vy-
pocteme ho 1. zpusobem uvedenym v [MII], ¢ast 12.9.

Zintegrujeme levou i pravou stranu prvni rovnice

ou 3y A4z 1
—(x —_ J— J—
podle proménné z (proménnou y povazujeme v této chvili za konstantu)

3y 4z 1 222
U(x,y)z/(;—?ij) dx:3ylnx—?+\/:?+g0(y),

kde ¢ je libovoln4 funkce ¢ € C*'(R ). Funkci ¢ uréime pomoci druhé parciélni rovnice,
tj. zderivujeme U(x,y) podle y a vysledek porovname s druhou slozkou vektorového pole

Fy(z,y):

ou 42 422 —y -1 1
7 w) L) ; W= =1
22 1
Dostaneme U(z,y) =3ylnz - — +Vz+-+ K,
Y Y

kde K je aditivni konstanta. Tuto konstantu urc¢ime z podminky U(1, —%) = -8,
tj. 0—2-44+V1-2+K=-8 = K=1,

a tedy hledany potencidl v Q = {[z,y] : 2 > 0, y < 0} je

222 1
U(x,y):?)ylnx—?—l—\/}—l—;le.
@

12.17. Ovéfme, Ze je pole ﬁ(w,y,z) = (yz, xz, xvy) potencidlni, a urceme jeho poten-
cial.

Reseni: Vektorové pole F = (F1, Fy, F3) je definované a spojité diferencovatelné na
Q0 = R3, tj. na jednoduse souvislé mnoziné. Nejprve zjistime, zda potenciél existuje. Protoze
plati

ey == D2 wy2), Dlay)=y=2(wy.2)
ay x?y?'z _Z_ax x?y?'Z? az x?y"z _y_ ax x?y?'z

@(x 2)=1x = %(x z)
az 73/7 - - ay 7y7 )

je diferencidlni forma Fj dz + Fy dy + F3dz totalnim diferencidlem potenciadlu U(z,y, 2) .

Potencial U nyni vypoéteme 2. zptisobem uvedenym v [MII], ¢ast 12.9. (1. zptisob je v R3

slozitéjsi). Ptislusnou diferencialni formu integrujeme po cesté ze zvoleného bodu A € ()
do libovolného bodu X = (7,7, z] € Q, pficemz integracni cestu C volime (pokud to lze)
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tak, aby byla souc¢tem orientovanych tsecek rovnobéznych s osami soutadnic.

Ur¢ime libovolny, ale pevny bod, napt. A =[0,0,0], A€ Q, a C= C;+Cy+C3, kde
C, = AB je tsecka s pocate¢nim bodem A a s koncovym bodem B =[z,0,0],

C, = BC je tsecka s poc¢ateénim bodem B a s koncovym bodem C = [Z,7,0],
Cy=CX je tsecka s pocateénim bodem C' a s koncovym bodem X = [Z,7,Z].

Nyni tyto Gsecky parametrizujeme:

Cy:r(t)=1[t00],te(0,z) = 7'(t)=(
Coy:r(t)=1[2,t,0],t€(0,5) = 7'(t)=(
Cs:r(t)=1[z,y,t],t€(0,2) = T (

Dile dostavame:  U(%,§,%) — U(0,0,0) = /ﬁ AP = / yz de + oz dy + oy dz =
c C1+Ca+Cs

:/yzdx+0dy+0dz+/0dx+xzdy+0dz+/0dx+0dy+xydz:
C1 Co C3

T Y z
:/0 dt+/0 dt+/§gdt = Fj [ty = ¥yz.
0 0 0

Hledany potencial U daného pole Fv jednoduse souvislé oblasti Q = R3 je tedy
Ulr,y,z) =xzyz + K, kde K €R,

coz snadno ovéifme. Opravdu, F = grad(U). Q©

12.18. Ovérte, ze vektorové pole ﬁ(:p,y) = (y2,2xy) je potencialni. Vypoctéte jeho
potencial U . Urcete oblast €2, na které je definovan. Pomoci tohoto potencialu

vypoctéte
/ Fdr,
K

je-li K kiivka s po¢atecnim bodem A = [—2,3] a koncovym bodem B = [3,2].
Vysledek porovnejte s prikladem 12.15. a.

12.19. Zjistéte, zda diferencialni forma <y — 2> dz+ (Inz+1)dy
x

je totalnim diferencidlem néjaké funkce f(z,y). Urdete tuto funkci a oblast, na
které je definovana. Pomoci funkce f vypoctéte

g— X nwr
K/( 2)d +(Inz+1) dy,

T

kde K je oblouk paraboly y? = 2—z s po¢ateénim bodem P = [1,1] a koncovym
bodem @ = [2,0]. Vysledek porovnejte s piikladem 12.15. c.
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¢ V nasledujicich prikladech zjistéte, zda jsou uvedena vektorova pole potencialni, a pokud
ano, vypoctéte jejich potencial. Stanovte jednoduse souvislé oblasti €2, kde je potencial
definovany.

12.20. a) F(z,y) = (z,y).

b) F(z,y) = (2 + 2zy — y?, 2% — 2ay — y?).
c) Fz,y)=(y, z).
d) F(z,y) = (vy, yz).

e) F(r,y) = (a2 —yx,y®—ay).

f) F(z,y) = 2z e™ 4 22y e™ | 13e™ + 2y) .

) e = (E= 2w, L)

12.21. a) ﬁ($7y7z) = (Z,y,l‘) : b) ﬁ(l’,y,Z) = (27$7y) .
C) ﬁ($7y7z) = (l’,y,Z) . d) ﬁ(l’,y,Z) = (y2 - 22a 2y27 _:L‘Z) :
e) F(z,y,2) = (y2 2% 22). f) konstantni: F(z,y,2) = (a, b, ).

¢ V nésledujicich ptikladech ukazte, Ze dany vyraz je totalni diferencidl néjaké funkce U.
Urcete tuto funkci tak, aby platila zadan& podminka.

12.22. a) (3y* — x)dz + (6zy — y?) dy, U(0,0)=0.

b) ycosxdxr + sinzdy, U( ,1):—2.

c) <g+l>dx—<2xl\/g—\/41_7y2>dy, U(—l,l):%.

d) (2\}@—\/2;?%“( —g)dy, U(4,1)=3.

¢ Vypoctéte krivkové integraly.

= — 1
12.23. a) /F~dF, kde F(x,y)z(—y,——:c, 22),
Yy
c

kiivka C je dané parametrickymi rovnicemi x =t —4,y =5—t, z = 4 — 12,
t € (—2,2), a probihana ve sméru rostouci soutadnice y .
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b)

d)

f)

/($2+y2) dz |
K

kde IC je obvod obdelnika s vrcholy A =[2,2], B =1[4,2], C =[4,5],
D =[2,5], probihany v zdporném smyslu.

J@+y?) dr+ (@* =) dy,
K

kde K je hranice mnoziny {(x,y) € R*: =1 < x < 1, 2? < y < 2} probifhani
v kladném smyslu.

/(xy2 —sinzcosr) dz + (2°y — coszsiny) dy ,
@

kde C je orientovanym souctem tusecek AB , BC a C'—D), A=10,0],
B =m0}, C=[m3], D=[0,73].

72

S - —y €T
C/F.dr, kde F(z,y) = <(x_y)2, (x—y)2>’

po né&jaké kiivce C, vedouci z bodu A =[2,1] do bodu B = [4,5].

/(2x—y) dz —z dy + 32* dz ,

K

kde K je prisecnice ploch danych rovnicemi 224+y? =9 a z+2 = 0. Kiivku
strucné popiste.
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1.2.

1.4.

1.6.

1.8.

1.10.

1.11.

1.13.

1.15.

1.16.

1.19.

1.21.

1.22.

1.24.

VYSLEDKY

Linearni prostor

)
d)
)
b)
)
d)
a)
b)

Ano. b) Ano. c) Ne.

Ne. e) Ne.

Ano.

Ano.

Ne. Je-li f klesajici, —f neni klesajici

Ne. fi(z) = 23, fo(x) = —x jsou funkce monoténni. f; + fo neni monoténni.
Ne. Limita souc¢tu dvou posloupnosti s limitou 1 nema limitu 1.

Ano.

Ne. b) Ano.

LN. b) LZ.

LN. b) LZ. c) LN. d) LZ.
k= 12. b) k=-1

k =1 nebo k = 13. d) k=0nebo k=1

3-
Napi‘ {61, 62}, 63 = 461 -+ 62. b) Napi‘ {51, 53}, 52 = 251 + 53.
Napi‘ {51}, 52 = -2 51, 53 = 351 d) {d_;, dg, d_:g}

Napi‘ {61, 62}, 63 = -2 (_7:1 + 362 b) Napi‘ {51, 62}, 63 = 61 + 262
Napf {51, 82, 83}, 64 = —51 — 52 + 253

Napt. {dy, do}; ds = 2dy + da; dy = dy + da.

Line4rné nezavislé. b) Linedrné nezavislé.

Linearné zavislé. d) Linedrné zavislé.

Napt. {a1, (0,1)}. b) Napf. {bs, (0,1,0), (0,0,1)}.
:Napf {517 C_éa (0’ 07 1)}

a) Napf {(71, (72, (0,0, 1,0), (0,0,0, 1)}
b) Napt. {b1, bs, b, (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)}.

a)
c)

Tvoif bézi R ¥ =a) 4+ G — @3. b) Tvoii bazi RY: & =2b; 4 by — by — 2.

Netvoi{ bazi R?. d) Tvoit bazi R 7= 2b; + by — by + 2by.
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1.26.

1.27.

1.29.

a) LZ, baze V={a,}, dimV=1. b) LZ, béze V={by, by}, dimV=2.
c) LZ, baze V={c}, dimV=1.

a) LZ, baze V={a,, @, a3}, dimV=3.b) LZ, baze V = {by, by, b3}, dimV = 3.
¢) LZ, béze V ={G, &}, dimV =2. d) LZ, baze V = {d;, d>}, dimV = 2.

a) Ano, dimM = 1. b) Ano, dimM = 2. c) Neni.
d) Ano, dimM = 2. e) Neni. f) Ano, dimM = 3.

2 Linearni zobrazeni

2.3.

2.4.

a) Zobrazeni L je linearni, neni prosté, neni to zobrazeni na R.
N(L)={ZeR?;, Z= (-t t),t €R}.
11
A= .
11
b) Zobrazeni L neni linearni.

c) Zobrazeni L je linearni, je prosté, je to zobrazeni na R*. N'(L) = {d}.

1 1
A —
L 1 _1 -
d) Zobrazeni L je linearni, je prosté, neni to zobrazeni na R*. N'(L) = {d}.
1 1
A=|1 -1
2 0

e) Zobrazeni L je linedrni, neni prosté, je to zobrazeni na R.
N(L)={ZeR?;, #= (-t t),t €R}.
A=[11].

a) Zobrazeni L je linearni, neni prosté. N'(L) = {Z € R*; & = (3¢, —t, t), t € R}.

1 2 —1

A= . Zobrazeni neni na R*.
1 3
1 1 =2
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b) Zobrazeni L je linearni, je prosté. V(L) = {0}.

3 2 —1
A=|1 1 1 |.Zobrazenije na R3.
1 3 1

¢) Zobrazeni L neni linearni.

d) Zobrazeni L je linedrni, neni prosté.
N(L)={ZeR'; Z=(-s, —s,t,5), t,s € R},

1 0 0 1
A=|0 1 0 1 |.Zobrazeninenina R3.
1 -2 0 —1

e) Zobrazeni L neni linearni.

2.6. a) Zobrazeni L neni linedrni.
b) Zobrazeni L je linearni, neni prosté.

c) Zobrazeni L je linearni, je prosté. Matice reprezentujici inverzni zobrazeni:

0o -1 2 0
0 1 -1 0
-1 0 1 O
0O 0 1 -1

d) Zobrazeni L je linearni, je prosté. Matice reprezentujici inverzni zobrazeni:

0 -3 3 3
1l 0o 5 -1 1
6l -6 7 1 5

0 1 1 -1

e) Zobrazeni L je linearni, je prosté. Matice reprezentujici inverzni zobrazeni:

0 -1 0 1]
1 20 —1

1 -1 0 1

-1 -2 1 1
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28. a) A'=|1 -1 0 by A= -1 1 2
0o 1 -1 4 -3 =5
I _ 1 10
a ab abc
c) A lexistujeproa#0 A b#0 A c#0. A1 =] 0 P
0 0 %
T 1
0 r+322 r+322
—1 . . _l —1 o z 333
d) A7 existujeprox #0 A v # —3. A7 =0 .
1 — 322 x—622
x+322 z+3z2

11|
2.9. a) A—lzé[ ],x:(g,—g).

3 _

b =] 2] e
3 1 —1]

c) Al=| -2 -1 1|, T=(-2,3,-3)
5 1 -2
1 1 ]

d) A*'=112 6 4|, 2=(0,-1,2).
0 —8 —4 |
-5 2 1

e) A'=| 31 11 6|, ¥=(0,-3,1).

6 —2 —1

2.11. a) Zobrazeni je linedrni.
b) Zobrazeni neni linearni.
c) Zobrazeni neni linedrni.

d) Zobrazeni je linedrni.

2.12. a) Zobrazeni neni linearni.

b) Zobrazeni je linearni, U = R; N (f) = {f € C*({(a,b), f(a) + f(b) = 0};

neni prosté.
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2.14.

2.16.

f)

g)

h)

f)

Zobrazeni je linedrni, U = R; N(f) = {f € C*((a,b), f'(“£%) = 0};

neni prosté.

Zobrazeni neni linearni.

M=3: h=k(1,1), ke R\{0}; do=—1: hy =k(=1,1), ke R\ {0}.

M=—1:h=k(0,1), ke R\{0}; Aa=1: hy=k(1,1), k € R\ {0}.
M=1+2i: by =k(E1), keR\{0}; g =1-2i: hy=k(—1,1),
k€ R\ {0}.

A =1 (dvojnésobné) : hy = k(0,1), k € R\ {0}.

M =3: h=k(1,1,1), ke R\ {0};

Ay = —2 (dvojnasobné) : hy =k (-2,3,3), k € R\ {0}.

M =2: h=k(3,-2,4), ke R\ {0}; A\a=—1: hy =k (0,-1,2),
ke R\ {0};

A3 =1: hg=k(6,-7,12), k € R\ {0}.

M =—2: hy=k(0,1,1), k € R\ {0};

)\2:\/53 h2:k(—2—\/_7—%—§,1),kE[R\{O};

A= V51 hy=k(=2++5, -1 +¥5 1), ke R\ {0}.

M=i: by =k(1+1,1,1), ke R\{0}; \g=—i: hy=k(1—1i,1,1),
ke R\ {0};

)\3:11 hgzk(2,1,3),k€R\{0}

X=A"B, X=

—4 9 B
. b) X=BAl X= .
~1 3 3 2

(2 —4
X = 6(A2— A)"!'B, X = .
3 —4

[ 14 —8
X=(A"1+EB! X= . 5].

Ne)
|
[\
(@)
|
—_
(@)

X=E+2A7'B, X= 8 —13 —-10
10 =30 -21

X=A'B+2A)B!, X=| 120
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g)

~16 28 —20
X =4(A—2E)"'B, X=| -8 24 —16
—4 12 —12

3 Linearni diferencialni rovnice

3.3.

3.5.

a)
a)
b)

c)

d)

f)

g)

h)

j)

k)

)

Ano. b) Ano. c¢) Ne. d) Ne. e) Ano. f) Ano. g) Ano. h) Ne.

HLDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty ag(z) = 1, ai(z) = 3, az(z) = —1.
HLDR 2. fadu s koeficienty ag(z) = z, a;(z) = —1, as(z) = 42°.

NLDR 3. fddu s konstantnimi koeficienty ag(x) =1, ai(x) = ag(z) =0,
az(x) = —1 a pravou stranou b(x) = 2z cos .

NLDR 1. fddu s konstantnimi koeficienty ag(x) =7, a;(z) =0

a pravou stranou b(z) = ze”.

HLDR 4. tddu s koeficienty ag(x) = 1, a1(x) = ag(z) = 0, as(z) = 2, a4(x) = —=.

Neni linearni.

NLDR 1. fadu s konstantnimi koeficienty ao(z) =1, ai(z) = 2
a pravou stranou b(z) = 3.

NLDR 2. fadu s koeficienty ao(z) =1 — xz, ai(z) = z, as(z) = —1

a pravou stranou b(z) = 2(z — 1)%e7.

Neni linearni.

HLDR 4. ¥adu s konstantnimi koeficienty ao(x) =4, a;(z) = —3,

as(x) = az(x) = ay(z) = 0.

NLDR 1. fadu s koeficienty ag(z) =1— =z, a1(x) = —1

a pravou stranou b(z) = 1.

NLDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty ag(z) =2, ai(z) = 3, az(z) =1

a pravou stranou b(x) = = + 10sin z.
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3.7.

3.10.

3.12.

Funkce jsou LN, tedy ano. b) Funkce jsou LN, tedy ano.
Funkce jsou LZ, tedy ne. d) Funkce jsou LN, tedy ano.
Funkce jsou LN, tedy ano. f) Funkce jsou LZ, tedy ne.

Funkce jsou LN, tedy ano. h) Funkce jsou LN, tedy ano.

()
()
y(x) =C1, C1, x € R.
()

Cicosx + Cysinz, Cp, Cy, v € R.

y(ZL‘) = 0165 + Cgeg, Cl, 02, r eR.
y(x) =C1 + Cyzx, Cp, Cy, x € R,

y(r) = Cie ™ + Coze ™, Cy, Co, v €R.

3
y(x) =C1 + Cge4x, Cy, Cy, x € R,

y(ZL‘) = 01641 + 0217641, 01, 02, z € R.

y(z) = Cre * cos 3z + Che ** sin 3z, Cy, Co, x € R.

xz

y(r) = C'167g + 02515673, Ci, Cy, x €R.

18

b=0 = y(z) =Cie*™ + Cyze™, Cy, Cy, x €R.
b#0 = y(x) = Ol 4 Cheledz Oy Oy, 2 € R.
y(z) = Cre**, C1, v € R.

b=0 = y(z) = C1e*™ + Cyze™, Cy, Cy, x €R.

b#0 = y(x) = Cre* cosbr + Cee™sinbx, C, Cy, x € R.
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3.15.

3.16.

3.17.

3.21.

f)

g)
h)

j)

x) = C1e" + Coe™ + C3cos 3z + Cysin 3z, C1, Cy, C5, Cy, x € R.
=Cle @+ 0y + Cyze® + Cyz?e®, Cy, Cy, Cs, Oy, x €R.
x)=C1e" + Coe™ 4+ C3cosx + Cysinx, Cq, Cy, C3, Cy, x € R.

= (1% + 0ye 3% + O3 cos2x + Cysin 2z, Cy, Cy, Cs, Cy, x € R.
= (01" + Che? + Cse™*, Oy, Cy, Cs, x € R.

=C1+Cox+ Czcosx + Cysinx + Csx cosx + Cgx sinz,

=3(e"+e”), zeR, b) 2cos2x +4sin2x, x € R.

=e”, zeR d) =e ¥(2cosx + 5sinz), z € R.

=473 — 3% r €R. h) = “sinbx, v € R.

() (z) =
() ()
y(x) =2 —x), v € R f) y(z) =36 — 277, z €R.
() ()
() (z) =

9, reR.

Am—2x

Neexistuje. b) y(z) =€ *cosx + Cye **sinx, Cy, v € R.

y(z) =9e* —9e %, z € R. d) y(z)=Cicosdz+2sindz, O, zeR

Neexistuje. f) y(x) =27e™3* —4lze™* z R
y(z) =17, x €R. b) y(r) =6e* —2e3 + e reR.
y(x) =0, z € R. d) y(x) = —e*® +2ze* + e 2 + 2ze %, z € R.

1

y(z) = Cre* + Cyxe®™ + §e‘ﬂﬁ, Ch, Cy, . €R.

2x 2x 3 2 2z
y(x) = Cre** + Cyze +§:c e, C, Cy, x €R.
y(l‘) - C(1623C + Cy e 2 — 213 — 3z, Cl, Cg, z € R.

3

y(l’) = Cl + 02 67333 + 51‘2 — T, Cla 02, z € R.

2x —x 1 3 .
y(z) = Che™ + Che ™™ + 1 cos 2x — 1z sin2z, Ch, Cs, x € R.
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3.22.

f)

g)

h)

j)
k)

)

f)

g)

y(x) = Ccos 2z + (Cg + %x) sin2x, Cy, Cy, v € R.
y(z) = e*(Cy + Cox + 42?), O, Oy, z € R.

y(z) = Cre* + Cye ™ — %, C1, Oy, x €R.

y(x) = C1e 4+ (Cy — 2® — 32), Oy, Oy, v € R.

y(x)zclex-i‘Cze*z—xZ—l—x—?), Ci1, Cy, x € R.

y(x) =Cr1e* + Cye ™ +2cosx —sinz, Cy, Cy, x € R,

173 IL‘2 T

y(z) = Cre ™ +¢" (Cz+———+—>, Cy, Cy, z €R.

1216 32

1
y(x) =e*(Cycosz + Cysinx) — ixe“ cosz, C1, Cy, x € R.

y(x) = C1 + Cye® —x, Cp, Cy, z € R.

y(z) = C1e* + Che™ + " (4a + 3), Oy, Cy, € R.
y(x) = Cy + Cye™ 4 g (z+1), Cy, Co, 2 €R.

y(z) = Cre” + Coe * +sinz, Oy, Cy, 7 € R,

x 4 4 e?®
<C’1 coS 5x + (5 sin —ZL‘> + 3 Cy, Cy, z €R.

y(z) =e .

y(z) = Cre ™ + Cye ™ —e“cosz, O, Oy, 2 €R.
T T 1 3
y(x) = Cie" + Cyxe —1—6:1: e, C1, Cy, x € R.
T 2x 3z 1 2
y(x)zCle —|—02€ +e 51’ — X ,Cl,CQ,ZL'ElR.
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3.23.

3.24.

3 1
h) y(z) =’ (Cy + Chz) + 5 cos , C1, Cy, x € R

i)
)
k)
)

f)
g)

h)

1
y(z) = Cre ™ + Cye® — ge%(m +1), Cp, Cy, z €R.

5)
y(x) =Che V3T 4 Cyen “—Ecos:c, Ci, Oy, x €R.

y(r)=Ce * +22+3, C, v €R.
y(x)=Ce* —2* - 20 -2, C,x €R.

1
y(r) = Ce® — 5 e ¥ C, xeR.

1
y(x) =Ce™ + 3 (cosx +sinz), C, x € R,

y(r) = **(C — cosz), C, v € R.

y(z) = Ce* +e**(22° +T2), C, v € R.

1
y(:zc) 2014—021"}‘0361—}-51'3—}-1‘2, Cy, Oy, C5, x € R.

y(x) = 01 + 021'+ 03 e "+ 71’6_90, 01, 02, 03, z € R.

1
y(x) = (C1 + Cyx) cos2z + (C3 + Cyx) sin 2z + g 8%, C1, Cy, Cs, Cy, x € R.

3 5
y() :01+Cz$+03x2+04cosx+05sinx—x——i—x

2 60
Ol) 027 C3a C4a 057 MRS |R

y(l') = (01 +021')€x +C3€2x —x—4, Cp, Oy, C3, z €R.

1
y(x) = (Cy + Cyx) e® + (Cs + Cyz) e 2 + 81; e 2y, Cy, Cy, Cy, z € R.
y(x) = (C1+ Cyx)e® + Cs e 2 4 (:c2 +z—1)e* Cy, Cy C5, x €R.

1
y(x) = (C1+ Cyx — §x2) cosx + (C3 + Cyx)sinz, Cy, Cy, C3, Cy, x € R.

V3 3 sin3x — cos3x —sin 2z, x € R.

y(x) = (r —m)sing, x € R. b) y(z) =
y(x)=1+2% z€R. d) y(z)=e*+(1—x—2%e", v €R.
Neexistuje. f) y(x) =22 —7m+mwcosx+ Cysinz, Co, x € R.
y(z)=a25+2+2, z€R  h) ylr)=5"+3e*+22—4, xR
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3.26. a) y(z)=0C cos§+ Cs sing +ax+e", O, Cy, xR,

3.29.

1 1
b) y(z) = C1e* +Coe ™ — —e" + ~e 2 O, Cy, € R.

2 4
_ r 3
c) y(z) =C1+ Coe™ 4+ 3z +€* (5—1), Cq, Cy, z €R.

1
d) y(x) =Cicos3z+ Cysin3x + 1+ 61‘ sin 3z, Cp, Cy, x € R.

9 1
e) y(z) =Cicosx + Cysinz + 53: COS% — ge’x, Cq, Cy, z €R.

1 1
f) y(xr) =Cicosz+ Cysinx — 53: CcoS T — 3 cos2x, Cq, Cy, x € R.

1 1
g) y(r) = Cre” + Coe ™™ — 5 re T — 36 (6x+1)e™®, Cy, Cy, x €R.

h) y(z) = Cie™® + Coe ** + 22 — 3+ 3cosx, Cp, Cy, v € R.

IL‘2

1
i) y(z) =C1 4 Cee” + e“+§e%—x—5, C1, Oy, x € R.

1 1 1
J) ylx)=(Cy +C'2x)ex—|—§ cosx + ixQem—F ie_x, Cy, Cy, x €R.

8

k) y(x):C'e_E +2r—4—2cosz+sinz, C, xz € R.
) yo)=Ce *+2°—22+2+Tre ™™ C, xR

m) y(z) = Ce* + re* —2cos3x + 3sin3z, C, v € R.
n) y(yc):Ce§ —3+¢e* C,zeR,

o) y(z) = Ce " —cos2z +sin2z + 4cosz + 2sinx, C, v € R.

p) y(z) = Ce* — (52 +3)cosz — (152 +4)sinz — 2, C, v € R.

1
a) y(x) =e* <01 + Chrx + ;) , C1, Oy €R, x € R"(resp. R7).
b) y(z) = Cie ™ + Chze * + 2% **(2Inz — 3), Cy, C, € R, z € RY.
c) y(z) =e*((Cy +1In|cosz|)cosz + (Cy + z)sinz), Cy, Cy € R, x € I,
I, = ((2k - 1)5,(2k+ 1)),k € Z.
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3.30.

d)

f)

g)

h)

j)

k)

D

6sin?3x — 3

cos 3x

Iy = ((2k = 1)Z, 2k + 1)T), k € Z.

y(x) = Cycos 3z + Cysin 3z + , C1,CyeR, x €I,

y(r) = e (01 + Cox —In V1 + 22 + 2z arctgz), Cy, Cy, v € R.
y(x) = cos 2z (Cy — 2In|sinz|) 4 sin 2z (Cy — cotgx — 2z), C1, Cy € R, x € I,
Iy = (km, (k+1)7), k € Z.

y(x) = C1 + Cye® —cose”, C1, Cy, x € R.

y(x) = cos% (C’l +1In

cos%D +sin§ (C’g + g) , C, CyeR, x €I,
I = ((2k — D, 2k + 1)7), k € Z.

y(z) = e* (C1 + Cyx —Inlx|), C, Cy € R, x € R (resp. R7).

y(z) = e* (C1 — In(1 + e*)) 4+ e*(Cy + 2arctge®), C1, Cy, v € R.

1
y(@) = e (01 + Gt (@t (ln(:c+ 1) — g)) O, Cy€R, z € (=1,00).

1
y(z) = e <C1 +Cox + 5 (x ln|z| — (2 +x) ln|:v+2|)> , C1, Cy € R,
z € (—00,—2) nebo z € (—2,0) nebo z € (0,00).
y(x)=e"" <01 +Cox+/(x+ 1)5> , C1, Cy €R, z € (—1,0).

Ed

V1422

ylx)=¢e" (C’l + Cyx —arctgzr 4+ In

y(r) = C1 + Cye* —Inz, Cy, Cy €R, v € R (resp. R7).

y(x) = e (01 — %) + Cy e’ + (eg — e_§> In
xr € R (resp. R7).

T

e3—1‘—1, Cy, Cy € R,

y(x) = Cq cosx + Cy sinx + 2 + cosx In }tgg}, Ci, Cy € R, x € I,

Iy = (km, (k+1)7), k € Z.

y(x) =Cre® + Coe™® + (e + e %) arctge”, Cq, Cy, x € R,

xT

y(z) = Cr+ Cye” + e_’ C1, Cy € R, x € R"(resp. R7).
x

161

) , C1, Cy €R, z € RY(resp. R7).
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3.31.

3.33.

3.35.

= n +xe®arctgr, r € R.
2 1442 &

y(z) =e*(8 —7r+z Inz), z € RT.

y(x) = 2(1 — x) cos 2x + (In| sin 2x| — 2) sin 2z, = € (— Z,0).

y(x) = —2e> + 165 4 22/ze, r e RT.

. 2cos’r — 1
y(x) =2sinx — cost + ——
sin x
1+ 22
2

ylx)=z—(1+e %) In

, reR

3

y(:E) :Ol+021'4—€

3

2

, x € (0,m).

, C1, Co € R, 2z € RY (resp. R7).

y(x) = C1 + Cy <x+%> + 222 + 2, Oy, Cy, z €R.

y(z) = C1 + Cya® +2°, Cy1, Cy € R, z € RT (resp. R7).

y(z)=Ci+Inx(Co+x)—z, C, CL €R, v € RT.

ylx) =C1+Cy (24 z)e™™, C1, Co € R, x> —1 (resp. © < —1).

=1-2z—In(1—2), z € (—o0,1).

, x € (0,00).
y(x) = 2z + 2cotgx, = € (0, 7).

y(z) =1—x —coszsinz, v € (-7,

ol

).

162

y(z) = 1422 +sin2x —cos 2z, v € (=5, 5).

d)
f)
h)

i)

ylx) =z +3—m xR

y(z) =7 —sinz, z € (3,

N[OV

3
y(x):§m:+7, xr €R.

y(r) =5+x—2% v €RT.

7).
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3.36. a) y(x)=C,+ Cox+Cse” +In|z|, C1, Cy, C3 € R, z € RT (resp. R7).

b) y(ZL‘) =C14+Che" 4+ Cze™” +IL‘3, Cy, Oy, 5, z € R.

c) yx)=4—-3e " +e* reR

4 Soustavy diferencialnich rovnic

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.10.

Neautonomni. Dosazenim funkci x,y do rovnic.

Autonomni. Dosazenim funkci z,y do rovnic.
Reseni: x(t) = C1e? + Cyte®, y(t) = Cye!, tER, Cy, Cy €R.

Neautonomni. Dosazenim x,y do rovnic v (—o0, 1) :
L=ua'(t) = (2(t+e")) =2(1 +¢) =y(t) = P,

Ly() = 2 +e)y =2, po205e) 20Fe) o,

t—1 t—1
ado PP v bodé 0.

Autonomni. Rovnovézné stavy: [0,0], [0,1], [1,0], [1,3] .

Autonomni. Dosazenim z,y do rovnic v I = (—o0, 00). Rovnovazny stav: [0, 0].

a) [0,0], b) [cost,sint], c) [cos(t+ §),sin(t + )]
[ T ] — 2
a) :Cle_t|i +02€4t ], tER,Cl,CQE[R.
L Y | 3
b) T _ O cos 8t — 8sin &t Ly 8 cos 8t + sin 8¢ teR.
Y 5 cos 8t 5 sin 8¢
Ci,Cy R
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f)

g)

h)

4.11. a)

4.12. a)

[z | 1 1

=C4 +02€3t ], teR, Ci, Cy €R.
L Y ] -
] [ 3] [0

:C’leZt —f-Cge*t , tER,Cl,CQER.
Y] _4_ _1
s (1] 1

:Clegt 0 —|—Cge_t ], tElR,Cl,CQE[R.
L Y ] LY L —
[ 2] [ cos2t [ sin 2t

:Cl . Cg ,tElR,Cl,CQER.
Y _—251n2t _2c052t
T & ;

= (] +02€2t , teR, Cy, Cy €R.
_x_ 5 cost 5t sint

=(Cle . + Cse , teR, Cq,C eR.
A —sint cost
z(t)=¢€", y(t)=-2¢, teRrR.
B 1 ~1
t :%eft —%ef&‘/ ,tER
Y 4 1

x(t) = cost +sint ,

y(t) = cost

y(t) =2 cost +sint, teR.

teR.
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T -2+ 10s
4.15. tecna : , sER
y = 5—25s

9

feSeni : z(t) = —2e™ y(t) =5e | t € R, =
trajektorie FeSeni: polopfimka PA, kde P = [0,0], A = [-2,5].

4.18. [l‘l, yl] = [20, 20 3 50, 75]

4.19. [z4,y] = [1,32365; 0, 48608].

4.20. 2(0,4) =0,4, 2/(0,4) = 0, 960266 .

4.21.

(R zp=x(t) |y =a'(t) | b f(t, 2 y) | gtz yi)
0 |1 0 0,00 20,25

0,25 | 1,00 -0,25 -0,0625 -0,234375
0,5 | 0,93750 -0,484375 | -0,121094 -0,173828
0,75 | 0,816406 | -0,658203 | -0,164551 | -0,080688

1 0,651855 | -0,738892

= W N = O

5 Funkce vice proménnych, jejich spojitost a limita

5.3. a) Mnozina je oteviend, kazdy jeji bod je vnitinim bodem, e = min{d;, ds}.

b) Mnozina neni ani oteviend ani uzaviend, obsahuje pouze ¢ast hranice.

a) b)
y
2
S XY,
// Rl dl\\
/ 7 \d2 \ 2 i
/ / \ \ | !
I / \ \ i :
: j f = X i 1
_2| L1 1/ 12 ' .
\ A // ! : 1
\ g . y 1
\\‘_“_’/,/ ‘ X
-2 1 3
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c) Mnozina je oteviend, kazdy jeji bod je vnitinim bodem.

d) Mnozina je uzaviend, hranice mnoziny je jeji podmnozinou.

c)

<

d)

1

e) Mnozina je uzaviend, hranice mnoziny je jeji podmnozinou.

f) Mnozina je oteviend, kazdy jeji bod je vnitinim bodem.

e)

y.
4

f)

1

g) MnozZina je uzaviend, hranice mnoziny je jeji podmnozinou.

h) Mnozina je oteviend, kazdy jeji bod je vnitifnim bodem.

g)

> <

166

h)
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Dubcova Miroslava, Purmova Lucie, Simerska Carmen: Shirka prikladt z Matematiky Il ve strukturovaném studiu. 1st ed. Vysoka $kola chemicko-technologicka v Praze, Praha 2009. ISBN 978-80-7080-706-4
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i1 podmnozinou.

ziny je jeji po

A, hranice mnozi

) Mnozina je uzaviena
) Mno

i

i1 podmnozinou.

ziny je jeji po

, hranice mnoz

v ’

Zina je uzavrena

J

b) Je konvexni.

a) Neni konvexni.

5.4.

d) Neni konvexni.

c) Je konvexni.
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).

v

X
X

’

€11 uzavrena

7

1
blast (
blast

).

an
.

’
7
7

’

’

v

1 uzavrena o
7
7

1 uzavrena o

’
7
"
s
’

b) Nen
d) Nen
(neni uzaviena

f) Neni konvexni.
-1

X

X

X
168

blast
blast

’
’

7N
@

rena o
rena o

v

e) Neni konvexni.

a) Uzav
c) Uzav

5.6.
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<
a
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ml./ x 3 < <
kSa » ~— \
£ - SY
3 : &
B @ : M o~
o ' W ARty N o
a = ' N N
o] ' N ~
© < : < N AN
/m = > " v - /ll /ll /m -
R N . N DN Ny (@
1 N, [N N
V nw , n /l /l (oD}
o] Q ' L AN N
N N \ \
u u U < A N @) Rl
~— ! m L a |
= ! =
= g ' S N =
[¢b] = 1 ) | 5)
—_ ' ~ ~
Sy 0 =
9 2
= =< VI < —
—
— = \
2 -
b —
S~—
QL
| ‘-
2 - =
1.|w. > > N VCM > — i3 -
- . I
/m /\nua/ Nav} — UV
M) = 1 -
= e 3
> N =
>
& 2 g Q
o = N
N R N -
= © T = |
=R A= I
= D ) o
[«b) = 1) °
Z = Z, &
—~ —_ —_
Q [ o
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e) Neni omezena. f) Je omezena, VX € Mg; p(X,0) < 2.

y y
2

/%_
_2 _

x Ay
\_| & 2

%

5.10. a) D(f) = {(z,y) € R% |y — x| > 2} je mnoZina uzaviena, neomezen4, neni konvexni

a nenf souvisla. H(D(f)) = {(z,y) € R? y = 2 + 2}.
b) D(f) ={(z,y) ER*(x>0Ay>0)V(r<0Ay<0)} je mnoZina oteviena,
neomezend, neni konvexni a neni souvisla.

H(D(f)) ={(z,y) e R* z=0Vy=0}.
a) b)
y y

. }
//

c) D(f) ={(x,y) € R} 2? + y* > 4} je mnoZina oteviend, souvisld, neomezena
a neni konvexni. H(D(f)) = {(z,y) € R?; 2? + y? = 4}.
d) D(f) ={(z,y) € R%; 2z #0Ay # 0} je mnozina oteviend, neomezena,

neni konvexni a neni souvisla. H(D(f)) = {(z,y) € R* z =0V y = 0}.
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)

f)

g)

h)

y y
2
-
,’¢ x\\
4 N
4 \\
/ \
/A \
1 1
1 1
] } > X X
-2\ 12
\ 1
\ /
\ /
\ A
\\ ’,
\\§~_,__—”
-2

D(f) = {(z,y) € R |z] <2 A|y| > 2} je mnozina uzaviena, neomezen4,
neni konvexni a neni souvisla.

HD() = {(2) € R (y =22 A Jo] <2V (0 = £2AJy| = 2)}.
D(f)={(z,y) eR%(*+ 1P < VDA ((z>0Ay>0)V(x<0Ay <0))}je
mnozina oteviena, omezend, neni konvexni a neni souvisla.

HD(f)) = {(z.9) € R (y =0 A Ja] S 1)V (z = 0 A Jy| < 1)}

U{(z,y) e R% (V1I—22AN0<2<1)V(—V1I—-22A-1<2<0)}
e) f)

y y
\
1
F~=<_
2 N
N
\
\
\
\
" X
« N
_2 2 -1 1
\
\
AY
_2 \\\
-1

D(f) = {(z,y) € R% (Jz| < |y|) A (y # 0)} neni mnoZina oteviena ani
uzaviend, neni konvexni a neni souvisla. H(D(f)) = {(z,y) € R% y = +a}.
D(f) ={(z,y) eR% (2 +y* < 1) Az #0 Ay # 0} je mnoZina oteviena,
omezena, neni konvexni a neni souvisla.

HD(f) ={(z,y) ER* 2? +y* =1V (@ =0yl <)V (y=0Alz| < 1)}
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J)

D(f) ={(z,y) € R* (2®* + y* > 4) A (l[y — x| > 2)} je mnoZina oteviena,
neomezena, neni konvexni a neni souvisla
H(D(f)) ={(z,y) ER* y =2 +2Ax € (~00,—2) U(0,00))}U
U{(z,y) eREy =2 —2 Az € (—00,0) U (2,00)}
U{(z,y) € R}z =2cost,y =2sint, t € (5, m) U(—%,0))}.
D(f) ={(z,y) eR* (2 +y> <A (x> 0)}

je mnozina omezena, konvexni, souvisla, neni ani oteviena ani uzaviena.

H(D(f)) ={(z,y) € R (* +y* =1Az20)V(2=0Aly < 1)}
i) j)

y y
4
4
,/
2,7 1
/’——L =~
7 AN
/ R
I/ /' \
/ % \
I 4 \
J > X — x
-2 12 -1 11
~ /I /I
’ J J
2 7 7
S -1
7/
4
2,
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=—1: y=2+1;
20=0:  y=ux;

R?, vrstevnice 2

5.12. a) D(f)

y=x—1

20

—1:
0:

b) D(f) = R?, vrstevnice z

]

I
8
>
o
I
>

20

=%
Il

D

i
I
=
N

X

X

]
3
X

1
1
N\

—l

vrstevnice 2y = —1: neexistuje vrstevnice;

1:

c) D(f) =R z

elipsa 2% +4y?> =1

Zzo=1:

x2 2 __
I+y =1

elipsa

Z0=2":

—1: y=—a?
0:

zo=1:

R2\ {(0,9), y € R}, vrstevnice z

d) D(f)

y=20

)

y =2’

)

d

=0

=1

x
A

N\

=4
ZH=

)

2

/
|
I
[S¢
[V}
—
—
|
—
|
_
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5.14. a) D(f) ={(z,y) € R* 2z > 0Ay > 0} je mnoZina oteviend, konvexni, souvisla
a neomezend. H(D(f)) = {(x,0) € R% z >0} U{(0,y) € R y > 0}.
b) D(F) = {(2.) € R (2> 0 Ay > 0)V (z < 0Ay < O)A (-1 -z <y <1—2)}

je mnozina omezena, neni ani uzaviena ani oteviena, neni konvexni a neni souvisla.

H(D(f)) ={(2,0) € R% z € (-1, 1)} U{(0,y) € R* y € (-1, 1)}U

U{(z,—x —1) e R% 2z € (-1,0)}U{(z,—z+ 1) € R? z € (0,1)}.
a) b)
y y

1

c) D(f) ={(z,y) e R}z # —1 Az #0Az+# 1} je mnoZina oteviend, neomezena,
neni konvexni a neni souvisla. H(D(f)) = {(z,y) e R* z =—-1Vax=0Vax =1}

d) D(f) ={(z,y) € R}y > 3 Ay > —3 Az # 0} neni mnoZina uzaviend ani
oteviend, je neomezend, neni konvexni a neni souvisla.

H(D)(f)) ={(z,y) eR* (y=F32Va= O)Q)y > 0}
y
l

> X

‘ - > X

e) D(f) ={(z,y) eR% @+ 9> <HA((lz[ = 1Ay = 0) V ((Jz] 1Ay <0))}
je mnozina uzaviena, omezend, souvisla a neni konvexni.
H(D(f)) = {(z,y) €R* (y=vVA—22Ala| >21) vV (y = —VA—22 Afa| < 1)}U
U{(2,0) € R% J2] <2)} U{(y, £1) € B |y] < V3))
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£) D(f) ={(z.9) eR%(@* +y* <Y A(y>2)A(y > —2)}
je mnozina oteviend, omezend, konvexni a souvisla.
H(D(f)) = {(x.y) €R% (y=VI—a®Ala] 2 2)V(y =2 Az € (0,*F)V
V(y= -z Az e (—%,0)}

y
2,
y
A
<:/ \:>
X N s
-2 -1 12 |
N /, . . X
G w !
\2___/

5.16. a) 0. b) 1. c) 1. d) 2.
5.19. a) Limita neexistuje. b) 0.

c) Limita neexistuje. d) 0.

e) Limita neexistuje. f) o.
6 Derivace funkci vice proménnych
6.2. a) grad f(A) = (—4,4,-8). b) grad f(A) = (-8,1,1).

c) grad f(A) = (6,2,0). d) grad f(A)=(2,1,3In3—1).

e) grad f(4) = (3,1,1,1). £) grad f(A) = (~2,-1,2,1,1).
6.4. a) Df(Ad)=LBYB  b) Df(A4,@)=%L. c¢) Df(A,d)=—-2+53,

d) Df(A,d)==LVvI0. e Df(Ad)=0. f) Df(Aa) =—4
6.6. a) Df(A ad) =3%. b) Df(A,@) =0 c) Df(A,a) = 6.

d) Df(A.d) =3 ) Df(Ad)=%L. ) Df(4d)=—4
6.8. a) f('rvy)_ i(l‘—l_lny) b) f($,y,z) = TY=.

e)

f)

d) f(z,y,2) =cos®y +z+/z.
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6.11. a)

b)

d)

f)

g)

g9(a,b); h(z,y) = (2?, zy?)

0 0 0

L (29) =y + 20 S (e, ) + 47 ()

0 0

) = % 20 B ()

9(a,b); h(z,y,2) = (yz, )

0 0 0 0

S 2) = 2t ey 2), () = (ko 9),
of 0

52 (0.0.2) = g(h(z. . 2)) +yz 5o (b, y. 2))

g(a,b,c); h(x)=(2, Inz, x?’)

@) = 2 1% m@)) - gal@))] + 30 2 (h(a)).
2 | Ob Oc

g(a); h(z,y,z) =y* —sin(zz)

T (0.0.2) =~z cos(az) o (o, 2), G (020) = 20/ (. 2).
0
L (2.y.2) = ~wcos(wz) g (h(z. 4. )

g(a,b,c); h(z,y) = 2z, \J22 +y, 1 —y)

of _ COoST @ @ x
T (y) = 2 2 S () + G (k)
of _sinz  Jg 1 dg

a—y(%y) - T (h(z,y)) - Wi %(h(%y))-
9(a,b); h(z,y) = (%, ¥)

of ~ glh(z,y) 1 g y g
%(%y) =TT a2 + o %(h(%y)) T %(h(%y)),
of Jg

D=5 %9 (o)) + 5 22 ()

g(a,b); h(z) = (In2?, cos®x)

N dg 2 Og :
f'(@) = 7573 - 9(h(@)) +arctg x| 2o (h() - — = S5 (h(x)) -sin 2z | .
h) g((l), h(xvyvz) ::L‘y+l'22
o 2 2
W w2 = 22 gnty )+ D oy ),
of z? of x?

a_y(xaya Z) = ?gl(h(l',y, Z))? %(l‘aya Z) == ?g(h(xaywz)) + 2x3g’(h(x,y,z)).
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i) g(a,b); h(z,y,2) =

(22, 2¢"V/2)

of 1 dg 2z
%(:c,y,z) = \/m - %(h(x,y,z)) ’ ;7
g_i(xaya ) 2\/227_’_ ag(h(x Y,z ))'Qey\/ga
S 02) = GG 2) 5 + ) .
J) g(a,b,c); h(z) = (7, 2% tgz)
! 3 89 3x 8g
() = 39(h(x) + 907 2 (h(a)) + 22 % o)

k) g(a); h(z,y) = arcsinz + Ty

O (pg) = ——y-9Wxy) 0f, y_ 9hley) =7y g(hiz,y))
O lg(h(z,y))]2-VI—22 Oy lg(h(z,y))]?
1) gla,b,e); hir,y.2) = (&, 8z, L)
W w2 =32 D ntey ), Dwy,2) = ayer Pt ),
) = e (. 2) - S ki)
6.13. a) gf(;a 0)=6 b) f(0)=—1. c) %(—L—DZ—%W
d) %(1,—1):—2 e) %(0,1):1. £) f(1)=3
g) %Z(W,O,l)zO h) %(0,1,3):; i) g—ie 1) =—12
6.15. a) g(a,b); h(x,y,z) = (302 — 5, 2y2)
%(m,y, 2) = 92 %(h(%y, 2)); aaZaf (z,y,2) = 1 +62° affgb(h(x,y,z)),
T (002 = 32 o, 2) + 902 D (. 2)) 4 62 (. 2),
L (w:2) = 42 bl y.2),
aa; gz (z,y,2) = gg (h(z,y,2)) + 6x2 abz’a(h(x,y,z» +4yz gZ‘g(h(%W))’
O (or0.2) = 92 L2 (o, 2) + 1200 DL (o, ) + 497 2L 0, 2)
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ok ) = 04/ 1) 4900 ). ) = LA I 0]
g—;;(%y) = 4% <g”(h(w,y)) - gl(h\(fg’ y))>
C) g(a, b)3 h(x,y) = (%a exy)
2 o2 X 2 2
Gt = B e[ ) 4y G ) + e G )
T (r,y) = & F T (i) + oy + 1) 2 (i, ) + 2y V2L (i, )
Oxdy "’ 2 0adb ’ ob 0b?
k) = s %0 [l h(e) + o S )
d) g(a,b,c); h(x) = (22, sinz, Tz)
1 (z) :2%(h(3§))—smx %(h(x))—i—élx[ 79 ( (x ))+cosxaigb(h(x))+
7 g ()| + <o 8 (o) aig (@) +49 22 (h(x))
6.16. a) Efxéfy( y=-4.  b) aza( 1,v2,3) = 6. c) f'(1)=3
d) ggz(l ~1,1)=1
6.18. k=

6.19.

6.20.

b) gla); hle.y) = i+ 3

98\ _ _RT (05
ov), vz \dp/,

(o), = (ar), (@), (), - (o),
(ar),~(or), = (&), ) (@),

178
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6.22.

6.24.

6.26.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

6.33.

[ 4 2 (0 6 2 18
a) Jj:(A):__i 1:|.b) J'f(A):_l 1].0) Jf(A): 3 1]

[ -3 3 [ -3
d) Jf(A):__l 1]. e) Jf(A):_2 _4]

i 0 | ﬁ 1n110
f) Jf(A): -5 1. g) Jf(A): 2 -1

2 07

d

a) df:%dx—?y, df(A) = 3dz — dy.
b) df = 2z dz +y3dy, df(A) =2dy — 4dz.

dz arcsin x
c) df:ym— % dy, df(4) = —dz.

dz + 2yd
d) df:%;éy, df(A) = dz + 4dy.
e) df =y*e™dr + (1 + ay)e™dy, df(A) =e*(3dx + 4dy).
1 dy d
£) d :2—y2\/g(yd:p—:pdy), df(A):l—g—Zx.
a) df(A) =—0,25, Af(A) = —0,240246, Af —df = 0,009754.
b) df(4) = —0,036, Af(A) = —0,0359996, Af — df = 0,0000004.
c) df(A)=0,106, Af(A)=0,102256, Af —df = —0,004411.
d) df(4) =0,015, A (A)_O 014084, Af — df——O 000916.
(A)
(A)

u(a,b) = va?+ b2, du = —1,213 cm, thlopticka se pfiblizné zmensi o 1,213 cm.

7T7“20[

S(a,r) = ——, dS =0 = dr = 1,25 mm, plocha vysece se nezméni, zvétsi-li
se polomér priblizné o 1,25 mm.
V(r,v) = % mriv, dV = 34,204 cm?, objem kuZele se p¥iblizné zvétsi o 34, 204 cm?.

RT
p(T,V) = A dp = 2431 Pa=2,431-1073 MPa, tlak vzroste piiblizné o 2431 Pa.

a) 120 —-36y+2—48=0.b) 6r—6y—2+1=0.¢c) 20+y—2—1=0.

d) 2z—2—-1=0. e) 2xr—z=0. f) 3z —y—32+9=0.
g) z+1=0. h) Tln2z—y+2—-1=0.
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6.34. a) Sféra; z(x,y) = 16 — 22 — 32, M =(-2,2,2V2) = 2 —y—22+8=0.

[34— 22 —p2
b) Rotacni elipsoid; z(z,y) = — #, M=(1,-1,-4) =

r—y—8z—34=0.
22 g2
c) Rotaéni paraboloid; z(z,y) = 1 M= (4,-4,-8) =
20 —2y+2—-8=0.
d) Elipticky paraboloid; z(z,y) = 22% +y*, M = (1,1,3) = 4r+2y—2—3=0.

2 1 .2
e) Rotacni jednodilny hyperboloid; z(z,y) = — 4/ L ;Ly -1, M =(-4,3,-2) =

dr — 3y — 10z +5=0.

92 242
f) Dvoudilny hyperboloid; z(x,y) = 4/ %, M=(1,53) =

9z + 5y — 122+ 2 =0.

x?+ 2

g) Rotacni kuzelova plocha; z(z,y) = — 13

20+ 3y + 132 = 0.

h) Rotacni valcova plocha; z(x,y) = v25 — 22, M = (-3,10,4) =
3r —4z+425=0.

, M =(2,3,-1) =

6.36. a) f(x,y)=sinz-siny; (x¢,yo) = (0,0); To(z,y) = zy; sin0,08 -sin 0,3 = 0, 024.

b) f(z,y) = e lny; (zo,40) = (0,1); Ta(w,y) =y —1+a(y—1) =5 (y — 1%

e %% 1n1,01 = 0,00945.
) f(z,y) =a"arctgy; (zo,y0) = (1,0); Ta(z,y) =y + 8y(z — 1);

1,03% arctg 0,1 = 0, 124.

2

d) f(z,y) =e” cos’y; (z0,50) = (0,0); Ta(w,y) =1+ + 4 — v

e?% cos? 0,02 = 1, 0404.

2

e) f(z,y) =3 W +y2); (z0,50) = (1,0); To(w,y) = o —1— 5 (= 1)° + &

In /0,962 + 0,032 = —0, 04035.
f) flz,y) =e"™% (20,90) = (1,1); Taz,y) =2+ (z — 1)(y — 1); 1,02%%" =1,0182.
g) f(z,y)=Inz-lny; (xo,y)=(1,1); In0,94-1In1,05 = —0,003015;

Ty(z,y)=(x -1y —1) -5 -1y —1)— 5@ -1)(y—1)>~

2 2 3 2
h) f(xay):em COS Y (x07y0):(070); TB(xay):l_Fx—i_%_yT—i_%_%;

e%1cos 0,06 = 1,103186.

2

Cos & T 1—=zx
6.38. — = 1—y—"—+9y%: b) darctg—— =71 — 2z — 2y — 2> +¢>
a) T+ sy y 5 +y ) arcg1+y T x y—a°+y
c) tg(2x + 3y) = 2x + 3y. d) 6sinz cosy = 6x — 23 — 3y
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2_,2 2 9 f 3 5 9 2 l‘2 y2

TE—y ] — 2. 8 = — —.
e) e +a2t—vy ) J8+at+y NPT
g) 6e“In(l +y) = 6y — 62y — 3y* + 32y + 3zy? + 29°.
8
vi—z+y

6.41. a) 1 feSeni: ve IV. kvadrantu, (z1,y;) =(1,1;-0,7).

= 8 + 4 — 4y + 322 — 6y + 3y°.

b) 2 fesenf: v I a IIL. kvadrantu, (z1,y1) = (1,23333;1,26667).

c) 2 feSeni: v I. a IV. kvadrantu, (z1,y1) = (1,92274, -0, 65452) .

d) 2ieenf: naosexay, (z1,y)=(¥,3).

e) 2 feSeni: v I. kvadrantu, (z1,y1) = (0,10688;1,02500).

f) 4 fefeni: v I. kvadrantu, (z1,11) = (&, 22) = (5,54545;1,77273) .

117 22
6.42. a) b)
k T Yk Ey, k T, Yk Ey
0 1 1 0 0 2
1 3 2 3,00000 1 -0,25000 | 1,87500 | 0,37500
2 || 2,23913 | 1,69022 | 1,07065 2 || -0,29145 | 1,84873 | 0,06772
c) d)
k Ty, Yk Ey, k T Yk Ey
0 2 2 0 1 -1
1 1,87500 | 1,62500 | 0,50000 1 1,5 -2 1,50000
2 || 1,78768 | 1,48579 | 0,22653 2 || 1,37427 | -1,58480 | 0,54093

7 Extrémy funkci dvou proménnych

7.2. a) Lok. min. f(—1,3)=0. b) Lok. max. f(1,0) = 2.
c) Lok. max. f(0,0) =e. d) Lok. max. f(0,0)=1, f¢ C'v[0,0].
(Zadani a) a c) fesime doplnénim na ¢tverec.)

7.5. a) D(f)=R?, 5 stac. boda: [0,0],[1,1],[-1,1],[-1,—1],[1,—1].
b) D(f) = {[z,yl,x > 0}, f nema lok. extrémy, [~3v/2,—V2] ¢ D(f),
c) D(f) = R?, stac. body: [’f—“ J’—’f} . VkeZje.

27 2
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7.6.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.13.

f)=R2, lok. min. v [4,—2], f(4,-2) = —12.
f
f
f
f
f
f
f
f

R x (0, 00), neexistuji lok. extrémy, sedlovy bod v [0, 1].
{ [z, y], x # 0}, neexistujf lok. extrémy, sedlovy bod v [—50, 3 .

{[z,y] : y > —2%}, neexistuji lok. extrémy, sedlovy bod v [0,1].

R? lok. min. v [—2,3], f(—2,3) = 3.

)
) =
) =
) =
)= {[z,y],y #£0, y # —x}, neexistuji lok. extrémy ani sedlov§ bod.
) =
)
) = R?, lok. min. v [1,1], f(1,1)=0.

)

2 neexistuji stac. body, tj. neexistuji lok. extrémy.

D(
D(
D(
D(
D(
f) D
D(
D(
D(
D(f

f) = R? lok. max. v [1,0], f(1,0) = 2, lok. min. v [~1,0], f(—1,0) = —2
sedlové body v [0,—1] a [0, 1].

k) D(f) ={[z,y],x #0, y # 0}, lok. min. v [2,5], f(2,5) =3 .

)
1) % f)= %[x,y],x > —y?}, lok. min. v [1,0], f(£,0) = —1, sedlové body v [0,1]

m) D(f) = R?, lok. min. v 4,5 = £[v/2, —v2], f(41) = f(A3) = —8, ve stac. bodé
Az = [0, 0] nelze rozhodnout, nebot H;(A3) =0.

?

n) D(f) = R? lok. max. v [?,O],f(g,O) = ge_%, lok. min. v [—4,0],
FE,0) = e

o) D(f)=A{[x,y]l,z >0,y > 0}, lok. min. v [1,2], f(1,2)=7—101n2.

fly,2)=(G-y=32+y*+22, P=[3, 7 1.
geometricky: nejblizsi bod v roviné lezi na kolmici k této roviné prochazejici bodem

[0,0].
64 64

f(a,b) —ab+—+?, a=4,b=4, c=2. Nejmensi povrch: 48 m?.
f(z,y) = (x—40)(80 — Tz +6y) + (y — 60)(140 + 42 — 5y) , x = 80 K¢ , y = 100 K¢.
Zisk: 3200 K¢ .
fey =zy(f-z-y), v=y=2=1g5.
a) y:—%”—kg. b) y=-0,92+2,3.
c) y=0,282—0,41. d) y=0,252+0,35.
182

R?, lok. max. v [3,3], f(3,3) = 5, sedlové body v [0,4], [4,0] a [0,0].
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8 Implicitné zadané funkce

8.3.

8.6.

8.7.

8.9.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

b)

Rovnice implicitné definuje funkci proménné x, také funkci proménné y.
Rovnice implicitné definuje funkci proménné z.
Rovnice implicitné definuje funkci proménné y.
Rovnice implicitné definuje funkci proménné x, také funkci proménné y.
Rovnice implicitné definuje funkci proménné z.

Podle véty o existenci implicitni funkce neumime rozhodnout.

Bod A nespliiuje rovnici, rovnice nemuze definovat na okoli bodu A zZadnou funkci.

Rovnice implicitné definuje funkci proménné y.

‘B)==3."B) =5 b) f(-2)=2 f(-2)=—-4 f"(-2)=2
= ) f”(l) = _2_17'

&'2 kh
—~
—_
N—
“O
~
3
—~
—_
N—
I
—_
o,
p—
~
—~
—_
N—
I
|
—_
~
2
—~
—_
N—
Il
|
Wi

f(1)=1, f'(1) =0, f’(1) = —3. Funkce f neni na okoli bodu zy = 1 monotén-
ni, je konkavni, v bodé xy = 1 méa lokalni max. yo = 1. Rovnice tecny je y = 1.
f(0) =—1, f(0) =1, f"(0) = —5. Funkce f je na okoli bodu zy = 0 rostouci,
konkévni. Rovnice tecny je y = x — 1.

a) b)

-1 y=1(x)
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8.11.

8.13.

c)

d)

f)

f)

a)
c)
d)

f(1) =0, f'(1) = —3, f"(1) = L. Funkce f je na okoli bodu zo = 1 klesajici,
konvexni. Rovnice tecny je y = —% + %
f(0) =2, f'(0) =0, f”(0) = 4. Funkce f neni na okoli bodu z; = 0 monotdn-

ni, je konvexni, v bodé€ zy = 0 m4 lokalni min. yy = 2. Rovnice tecny je y = 2.

c) d)
y y
1,
NERAL y=f()
\ n
X 2
J\
: : X
-1 1
f(=1)=0, f'(-1) = =2, f’(—1) = —1. Funkce f je na okoli bodu zp = —1
klesajici, konkavni. Rovnice te¢ny je y = —2z — 2.

f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) = 2. Funkce f je na okoli bodu xy = 0 rostouci,
konvexni. Rovnice tecny je y = x.

e) f)

y="f(X)

y="f(x) 1

_2\

To(z) =14z + 2 2% f(—0,1) =0,915.
T(z)=1-2(x+1)— L (x+1)% f(-0,9) = 0,849375.
To(z)=1—x+ 2 (x—1)2 f(0,95) = 0,05375.

Ty(x) =2 — 2z, £(0,11) =1,78.

Ty(z) = -1+ & (x —2)%, f(1,9) = —0,9983.
To(z)=2—x+ 3 (x—1) f(1,05) =0,95125.

t:y—1=0, n: x=0.
t:3x —2y—1=0, n: 2z +3y—5=0.
t: mx—2y+2r =0, n:dr+2ry+4—m2=0.

b) t:x2—1=0, n: y+1=0.
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8.14.

8.16.

8.19.

8.20.

8.21.

a)

a)
b)

)
d)

e)
f)

a)

b)

d)

b)

a = 90°. b) «a = 30°. c) a=45°. d) a=60°.

Rovnice implicitné definuje funkce dvou proménnych z = f(z,y), = = g(y, 2).

Rovnice implicitné definuje funkce z = f(x,y), v = g(y, 2), y = h(x, 2).
Rovnice implicitné definuje funkci dvou proménnych y = h(x, z).
Rovnice implicitné definuje funkce z = f(x,y), v = g(y, 2), y = h(x, 2).
Rovnice implicitné definuje funkci dvou proménnych z = f(x,y).

Rovnice implicitné definuje funkci dvou proménnych = = ¢(y, 2).

_of of o f D -
J;; —1) =0, 5=(1, 1) = ay(l =)= -1 =5 (1,-1) =0, a33(93/(1,—1)_—1,
a7 = (1,-1) = -2. 2 2
0 0 0 0
F10) =1, 21,0 = 10 = =2 Zh 10 = (10 =2,
O f
% —5(=1,0) = 4.
.o _ L, of L, P %
f(2_172)_47 a_(_1272) L, a_y(_1’2)_2’ 8952( 172)_ 4
o°f _50f
8x6y(_1’2) 4 32( 1,2)=0 » i
0 0
f(3,1) af(?) 1) =0, 8—”3’:(3 1) = -9, a—£(3 1) = -2, axgy(?’ 1) = 10,
22‘];(3 1) = —90
0 0? 5
91D =0 5y L) = a( Ly =0 551 =1
d%g _ Py,
ayaz(_17%)__2 a (_ ;) ) )
dg 0 0
gL 1) =1, 5(11) = a—gu,l):o gL =531 =1
9%g B
8y82(1 1) = -2
oh oh 9%h 9%h
h(1,0) = =1, 5-(1,0) = 1, 5=(1,0) = =1, 55(1,0) = =2, 5——~(1,0) = 3,
0%h
oh oh 9%h 9%h
A1) =0, 5-(1,1) = =2, 2=(1,1) = =1, 55 (1,1) = =2, 5—-(1,1) = —1,
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8.23. a) Hodnota z = —1 je lokdlnim maximem. Rovnice tecné roviny je z = —1.

b) Bod (2, —1) neni stacionarni, funkce v ném nemuze mit extrém.
Rovnice te¢né roviny je z = +(y + 1).

c) Hodnota z = 1 je lokalnim minimem. Rovnice te¢né roviny je z = 1.

d) Hodnota z =1 je lokdlnim maximum. Rovnice te¢né roviny je z = 1.

e) V bodé (1,1) funkce nemé lokalni extrém, je to sedlovy bod.
Rovnice te¢né roviny je z = 1.

f) Bod (1,2) neni stacionarni, funkce v ném nemuze mit extrém.
Rovnice tecné roviny je z = — £.

2
g) Hodnota z =1 je lokdlnim maximem. Rovnice tecné roviny je z = 1.

8.25. a) df(l,-2)=-% -9 Af=f(0,9;-1,8)— f(1,-2) = 0,016.

b) df(0,1) =dz +dy, Af = £(0,15;1,05) — f(0,1) = 0,2.

C) f(la )_4d.’L'— dy7 Af:f(laog)?_oag)_f(la_l):_072
df(2,0) = — 4= Af = £(2,03;-0,12) — f(2,0) = 0,03.

()

I

8.27. a) Ty(z,y)=1+x—y—2 +a(y—2), £(0,06;2,1) = —1,0358.
b) Tr(z,y) = —-3+x+5y+3(x+2)?+21(x+2)(y— 1)+ 68(y — 1),
f(=2,05;1,15) = 1,315.
c) Tr(w,y)=—3+35(r—1) =gz -1+ 5@ -y +2) — 55y +2)°
£(0,8:—2,08) = —0, 6032.
d) T(r,y)=1+3@ - +20y -1+ 5@ -1 +5@ -1y —-1)+3y - 1)
£(0,88:1,12) = 1,18225.

8.28. a) f(x,y)=1+y. c) f(z,y)=—-1+z+2y+2*+2xy.

b) f(z,y) = —1+ux. d) f(z,y)=3—3z+3y+3a? —4day+ 342
8.30. a) x—2y+2z—2=0. b) z—-2y—22+1=0.

c) r—42+3=0. d) 20 —y—4=0.

8.31. S rovinou zy: (0,3,—7), (0,3,3). S rovinou zz: (0,—2,-2), (0,8, —2). S rovinou
yz: (—5,3,-2), (5,3, —-2).

832. z+y+2z—-7=0.

3

V—b+aT dP+ PdV
R
_5 .
R+%T 2

8.33. d7T' =

o

V—b+ar?
8.34. S=S(T(P,V), P) = <@> _ <§> . tET ", (@) |

_5
2
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2(sin3 — sin1).

)dx

X

cosx_ydy

/0
—2x
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dx) dy=2In2 —

16
21

zy? dy) dr =

Z/

x

— |

| o

y=1

0
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10.10.

10.12.

10.14.

10.16.

g)lzfl(l/_mmcly) dr=">

1 1

—4 b) 1—=+ =
a) ) St
a) 8. b) 2. c) —2m. d) ir
e) ;7(2In2—-1). f) —4m. g) 37 h) f(e—1)
a) P=3-2In2. b) P=e—1. c) P=1 d P=m—2
a) V://dedyzl,

D

kde D ={(z,y) e R} 0<2 <1, 0<y<2-—2}

b) V= // x2+y)dxdy—§ kde D = {(z,y) € R% 2 +y* < 1}.

f)

V:// (1—x2—y2)dxdy:g,kdeD:{(x,y)e[RQ; 2 +y? <1}
D

V= // ~@ ) gz dy =

V:// zy drdy = 10, kde D = (1,3) x (2,3).
D

1
V:// (1—x2—y2)dxdy:§,
D

kde D ={(z,y) eR* 0<z<1,0<y<1-—z}

7r kde D = {(z,y) € R 22 + ¢y < 1}.
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2+y 19

V= //\/ dzdy = —

g) vdy =+
kde D = {(z,y) € R% 22 +y* < 3}.

h) V—2//\/ 4— g2 — dedy— 37?— 4),

kde D = {(z,y) € R (z —1)* +y* < 1Ay >0}

10.18.a) . b) I. c) 2. d) 1.

11 Krivkovy integral skalarniho pole

11.2. a) r(t)=(10—2¢t,2+1¢,1+3t),t € (0,1). b) r(t)=(2, —-1+7t),t < (0,1).

).

c) r(t)=(—-1+3t0,5-2t),te(0,1). d) r(t)=(1—-¢,3-4t),t€(0,1).
11.5. a) »(t) = (2cost, 2sint), t € (0,27). b) 7(t) = (sint, cost), t € (0, 2m).

c) r(t) = (7sint, 3cost), t € (0,27). d) 7(t) = (2cost, 3sint), t € (0, 2m).

e) r(t) =(2+ 3sint, 1 +3cost), t € (0,2m). £) r(t) = (=1 + cost, sint), t € (0, 2m).

g) r(t) = (3+4cost, =2 +sint), t € (0,27).h) r(t) = (sint, 1 + 6cost), t € (0, 2m).
11.6. a) »(t) = (2cost, 2sint), t € (0,7). b) r(t) = (sint, cost), t € (3, 3m).

c) r(t) = (7sint, 3cost), t € (0, ). d) r(t) = (2cost, 3sint), t € (%, 37)

e) r(t) = (2+3sint, 1 +3cost), t € (r,2m).f) r(t) = (=14 cost, sint), t € (=3, %

g) r(t) = (3+4cost, =2 +sint), t € (m,2m).h) r(t) = (sint, 1 +6cost), t € (—3, 7).

11.7. a) »(t) = (4sint, 4cost),

€ (3m,2m). b) 7(t) = (cost, sint), t € (3w, 27).
c) r(t) = (2sint, 2cost), z

t
t€(0,%). d) r(t) = (5cost, 5sint), t € (5, ).
11.9. a) Je hladka, je jednoduché uzaviena.
b) Neni hladké (soufadnicova funkce f»(t) = v/t nem4 v nule vlastni derivaci),
je jednoduché, neni uzaviena.
c) Neni hladka (7/(5) = (0,0)), neni jednoducha (r(5) = r(3)), je uzaviena.
d) Je hladka, je jednoduché, neni uzaviena.
e) Neni hladké (soufadnicova funkce fi(t) = |¢| nema v nule derivaci),
je jednoduché, neni uzaviena.

f) Je hladki, je jednoduché uzaviena.
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11.10.a) 7: r=2+23s, y=—3+s, s€R. K jeelipsa %+%2:
b) 7: z=2+4s, y=—s, s € R. K je oblouk paraboly z = 2(1 —

a) y b)
2
N
‘ . LK
41&% X T\&
| T ' X
——"T-2-V3) 245

c) T:x=1+2s, y=1-s, s €R. K je oblouk hyperboly y = -2, z € (0, 3).

z+1’
d) r:z=1y=-s,2=1, seR.
K je pulkruznice v roviné z =1: S =(1,0,0),r =1, 2 > 0.
)y d) 24
2 T=1,01) [ .
N |
1 K
oo |
|

N e o

e) T:x=1-3s, y=2, z=14s, seR.
K je tisecka s krajnimi body: (4,2, —2), (—2,2,2).
f) 7:x=3, y=-3t, 2=F 4+t teR

K jsou dva zavity sroubovice lezici na valcové ploge x? + y? = 9.

e) A f)

B=(-2,2,2)

/ ********** T=120"7
X |

A=(42,-2)

194
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11.13.

11.14.

12

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.12. Ano, v oblastech G; =

12.13.

a) r(t)=(21), te(-1,0); I = 1—17%\/5 = 0,848,

b) r(t) = (t, '), t € (0,1); [ =33 =2 597,

c) r(t)=(1—4t 3t), t € (0,1); I =5(% +cos3— 1 sin3) = —3,597.

d) »1(t) = (1+2t, 1+1¢), t €(0,1), ro(t) = (¢, 2), t € (1,3),
ra(t) = (1,¢), t € (1,2); =3+ (v/5+2)In3+ (v/5+1)In2=9,897.

e) r(t) = (3cost, 3sint), t € (0,7); I =2 7 =42 412.

f) I=V5r(1+2n+n2+17%) =163,914.

g) I:@Ee_—l)io,fm. h) I=0.

a) r(t) = (t, nt), t e (Le); m=LF3 = 5195,

b) ri(t) = (t, (t —2)%), t € (0,4), ro(t) = (1, 4), t € (0,4);

m = 255 + 417 = 41,826.

o) r(t) = (11 m=22Y2=1 -y 99

d) r(t) = (2cost, sint), t € 0,); m = 1—94 _ 15

e) r(t) = — 1), t€(0,1), ro(t) = (2t, =1 —2t, 1 —1t), t € (0,1),
ry(t) = (2 —t, —3+3t 2t), t € (0,1); m=1v3+1 (35+11\/_)_42 121.

f) m=237y10=7,451.

g) m = 10.

Kiivkovy integral vektorového pole. Prace

a)

d) —:
a) —127
d) 0

a) 4

d) Te+2

b)
°)
b)
e)
b)
e)

1)0, 2)2 ) 2

- f) -3
36 c) —I_14
e—2 f) —3
e 0 -

0 f) 3

0, nezalezi na orientaci kruznice.

3mgh

0

{[z,y] € R* : y > —x} nebo Gy = {[z,y] e R? : y < —z}.

195

h) m=$r6=20,521.
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12.14.

12.15.

12.18.
12.19.

12.20.

12.21.

12.22.

12.23.

a) Plati. b) 27w

c) Napi. Q= {[z,y] € R*: 2> 0}.
a) 30 b) 0 c) 3
d) Nelze, nebot Be€ O ={[zr,y,2] : 2 >0}, A€ Qy={[r,y,2]: 2 <0}.

Ulz,y) =zy* + K, Q= R2.

fz,y)=Ina? - 20 +y+ K, Q={[z,y] cR?:2>0},PcQ,QcQ, —3.

a) 3(2*+y°)+ K, Q=R

c) yr+ K, Q=R? d) Neni

e) Neni f) 22e+y?+ K, Q=FR?
2 3

g) Injz —y|+ * +x——y——|—K,Voblastech

a) xz—i—y;—FK, R3 b) Neni. c) x2+y2—522+K’ R3
d) Neni. e) Neni. f) ar+by+cz+ K, R
a) U(:E,y):3xy2—%2—%3, v R% b) U(z,y)=ysinz—3, v R%

c) U(:p,y)z—%—l—x—kamsin%, v Q={[r,y e R?:y € (0,2), x <0}.

d)

a)
b)

e)

f)

rT—y 2 3
Q ={[z,y] : y > x} nebo Qo ={[zr,y]:y<ax}.

U(x,y):—§+\/25—x2+2y—4, v Q={[r,y] e R?: 2 € (0,5), y > 0}.

7
Jednoduse souvisla oblast Q = {[z,y,2] €R*:y >0}, In 3

38

42 c) E

d Q=R -1

F' neni definované na zadné k¥ivce vedouci z bodu A do bodu B. Integral
neexistuje.

K je prusec¢nice valcové plochy 2% + y> = 9, s osou v ose z, a roviny

x + z = 0, prochézejici bodem [0,0,0]. K je elipsa, tj. uzaviend kfivka.
Integral nezavisi na integracni cesté. Q =R3, 0.

196

b) %x?’—l—:pr—ny—%y?’—I—K, Q=R
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